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$1.1. PEPSAMAR 


f; b BE IESUS ARS AF WR SLt AM Z: S h 
MAE WEE, Segal Xv d A (C-E Shannon). 在 1948 5g 
当家 的 车 加 论 交 “通信 的 数学 理论 ,开创 了 一 门 在 现代 条 芝 撤 术 

出 具有 重大 意义 的 器 新 的 学 科 ， BHHEPHGE. Se IB :信息 论 的 
-一 个 专 Pl 去 

况 明 (OR.W.Hammiug) TE 1950 4E Zz de ibd 16 XC 9 ue MA 
HR)" EFREN 16. XUMIEOLIDXSOUOE E 
KANEEL PLP EIM E P i R G IU. MixfeEESEEHOLEGA 个 
GEIRA Y HRE Dea a E ARR ETE BCH 45, Brys 0 
f HÆRE DD, H DiRi 60 Ait E EC ES E AER a 
D A 70 ERBER py ENE (Goppa Codes), M IZAH 
RoSA T — AHA, mr 80 4RdX, (T sfasman) 
等 人 运用 JE ROLRTIS ATE HED Y3SSHERPLAB, Tim TEGE CO) 
(8 =p) EE- Ji, "EXxGILERN AE d im A p i RR 
(Gilbert-Varshamov bound). IR ATETREISURTTINTSES B ie 
Rp gE—2PBILBESOE DG. E ah, AECDPED IET UVWmN O 
LEMA gE, URATA RAPRA FUKGE HR Ur [S89 
TRIS HUI Sob AO BENE YSBEINEBE. 

WE. -— 3f zB DESEE] 1-1 Bpku $333. om 
H fedi BJ Uf ZIEL Edere BB mee UMS LEES 
ESOS Y iB EXE, (E E Ea rA BN OR EBD ATIBDA. 
Bieepebfiu ds BUB MED TEPSMETIABTA, EREET 
的 T WHEN ixi. EIE Vcg 


BEI He 


3E B D PRESS ET la p^ TUS 3p WE gUERSEXAdY MN 
MM iren. Es LIE SR IRR Ha zi S PER nin 

Ek Erud. AET ET Pr MMe n L IAES, s: D 
TARDE WES. 这 一 ubi it AHH ULT — 
XH BIB E HS ELVE SO AR. 

Jj p pRESHH TS tef SpA BRR A A, SiTP EB 
KENEN JL 2S RU REA (NAS A) Bi ZI S TR S A ITER HK 
£pi G7 A GEUR 237 o XC 1979 4E E 1986 Fai 
TES ne A. TE3X 'R HE T AGE: adi ex S DGEPEREE E 
LIAE PAA JEER f£zldfüp VA. fud e mI AQUI ISRA:. 0 
Ugg EREEREER IOXMSX d. 

MEE tie BAL, "M idis iE DIS US Phi 


A^ 


人 It H 一 个 
AGE ULIAg* ec. i LL J- H $i. 


$1.2 JAE np ARE LAS E HMBURTEOR  3 26 E 


RRMA, CAFER T, AE ER A BS HG E JC 3) y 
数字 序列 , 即 6 一 1 序列 ,对 于 这 种 二 进 制 序列 中 的 符号 0 与 1 可 
XE MITER 5g SEEDS EI 


07:0-0,0312:1,140907:1, 1001 s 


(1-1) 
0-0—0,0-1—0,1:0—0,1-1—1 


JU JG AE SC BS JE 5j ARIAGÉ S Pn A 2 07k 1€ 2 Sek. GRO 

jin EE y —— MAARE., nfz v HT: 
Q£230-70,16C€321—0,10€30—1,0021— 1 

0 S 0. -t — 1 (1-2) 


Hk (1-2) WA, —3 1, It, ZE 2 288, mig Au 
是 一 样 的 。 并 且 ， 平 常 算术 中 的 运算 规律 ， 详 如 丝 合 律 ， 交 拱 律 
及 分 配 律 等 ， 在 这 里 依然 有 效 。 

两 个 符号 0 ,1 所 和 钨 成 的 侯 合 ,如果 与 它 搜 定义 的 算术 运 得 式 
(1-1) JjsX (1-2) 联系 起 来 、 爸 称 为 二 元 域 GLRA), Wl 
4 GF). 

XT 3 B fadieams (MTE HASTA, HIR 242 
成 消息 组 ， 等 个 消 总 组 由 有 C BEBESR ED RS /£H me, MAAIE 
2^ PARERE., REIR. dadggjzsiERU uEJIGuina4 iE f 

RKA n [x (nA) 二 进 制 数字 组 ， o oES d 2^ M 
消息 所 获得 的 2° 个 码 字 的 合体， 便 称 为 码 组 长 为 Rn， 信息 位 为 让 
的 分 组 码 , 每 个 消息 所 增 如 的 #4 一 个 数字 秘 为 多 余数 字 , 它 们 不 
Sa bf perg uad. BAE Y FRE f EA T UP BORD TS 
FRE Bede UL [ud PIT ER a init i 


T 


& 
R= 


i? 
A ADRE AR, Sa, EO BE. REG S ATT 
ETRE d eT a m5 RAE 
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Vue. Magne sp s 个 玛 宁 的 分 组 权 C。 称 比 信 
R= logi € B 


为 该 分 组 码 避 的 信息 率 ， 其 中 | 如 | 代表 该 分 组 码 中 码 字 的 总 数 , 即 
为 3。 当 一 2 时， 便 有 RR 一 kk/n， 

AMT ASEBAUCEÀ*SI eA XA E. uc EIBddd 
SEH A De T 3LBEZIUET 这 征管 识 荒 转 因 所 能 想像 人 到 的 。 比 其 
VR BL — APARTE BRE Infomaton, Bp kewi E EA E EG 
Informatici 之 R. TE, WRR M SD 这 个 学 母 组 全， dE Dn 
Sn EE tall Zik, Wie tel ak fiil ZiR, HER EF, KA 
"EBD dRueH—WBpTUESRGA Y. Cea ARABE FITBEEE 
HTT. A&IBI-EABEWWDOIAS, A n] peA TAE S A TA A 
lib. ig 5 ERI e Ae E E A E T a E E [5 E IB A AT ai UO HE. EE 
[8 BR EEr EI £23 x P pA E I R E a A JR 2] 15. 

3t TELE CE A8 M DEL E p ERE PROS EPCIUPUITE. PRA, i2 
equ dp AE EBOWEBS— mug mE bd nes5Mm TS, FRA H S. 

一 个 合理 和 的 译 码 准则 其 所 滑 极 大 二 验 概 罕 译 码 准 风 。 当 接收 
"fac EX nm or GRAAT) Uf. XD BUCH a EE m 
CK ocn WHÓEBIRTRHERRORYO Pcr), i—1,2,-5,5,4 9-08 
字 cid P (cir) HEX, BIET HIE CO KAMRA e p 
REDE, ERIRE D (cr) KaDaR. Ait, WEE 
RRE a E olro 写成 
P Cen P Glo). 


cedri Pir) 
MER- PERAR TE pix EE RN. 
P (e? = 一， i 1,2,.,8 
EET 
P icar) = Perlen. 


rH de Bf EUR M EH 仅 当 E UE ic) IxcAH, P (c.r) jJ ht Ao IE 


Ü 


Ooh 

， 当 一 个 信道 综 定 而， ARAN E EES rjo) Ewe mE, 
Ea "nn" sm IE TEIG, XE PRALER EY E JR EUT ER f 
A.U AS. WT” =10, m == 1 /2 的 二 进 制 码 , HOTRCA LAS TE 
EO WE WIL TEE SR IA A 


107 Am E! 
A b— dy od £5 WT ^ 
算 ， A us E 1-3 Pr UO p 


TL. p 
二 元 对 称 信 和 道 。 在 这 各 > 
JAE H, olg Ww a 4 s 


L i tai E w) 的 
BEI Y, Wia oi E 1-2 
1 或 发 1 收 0 CPRSRTEA ia) JAE E P= tg, jt ud A 


P——. X Ap fe ELE eS EAS er Je 


m P110) 7 [ "1 
f = 


(0112) PÜ(il1) 4 B P gd, 
PPR AAN C ARRS, opib. wee SAEPE 
iE E T 5 Xm T E E R eA FARA 丁 个 独立 的 事件 。 

i 3E fum SIHRZESOR p (ricn Boor ELLE., wde AA Er 
Ei c: XS Ee or a An Ee 2€ H, PRE 为 3 r 4 c; Zu m 33EABI, 
piinr-ü0101)5 c;2(00111) ZERUA A 4. TE, 在 
ERRE TET 

P(rle) = pig 

EERE A PARO NEA h, G4 HI d EDB), P (rico 
wk. dui, RIL#R-—- ERE pu. Ar EER E TF 
cli= 1, 2，… s) 'Bajbdk s r EHRE PS H c Hi 
洗 原 光 发 送 的 但 字 GQR ER T y EEA BU Mao pee 
BEO. BPI EA a l E R E A, 

总 之 ， 在 二 完 对 称 信道 相应 的 假定 下 ， 极 大 后 验 概率 详 售 准 
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UH. EA IATER AE DUD I Ek Ru Pri ER p 5: a HE. 
SA Sc B BE EASTER E N TERR ORI m 
BENA, —-5 XE) EEJBNLIE dS ub UVeR Ex E 


和 Eta ec n HEPIE TE E Sa F EA JGR ES 
y u A q^. A es E RPE EES ] ^" 48 VR xtX. HA 


| den Hu ERREA ESSI py. BANI 2B B6 £4 


正 至 多 14 GERENS TO, SET ORE RE S4 
As Mae p Be 对 于 那 种 能 纠正 至 多 TE a p ga, del 
Tiha 


j n 
Pe E pF . ee" 
:二 VI 
He gx HE I5 F0) E E D RE 
" H 
Pe = 1 — P= > | | ee (1-3) 
=z f+1 + 


xXx — 68 VR VE TUS WIES Dg RR OA GS RR 
例如 ， 考 虑 所 谓 重 复 码 ， 把 待 发 送 的 信息 数字 0 与 1 分 别 重 
HINE iix: 
0l 0*0, 1i>1 1'e 1 
2N 1 2y +t] 
译 玛 按 黑 所 谓 坟 数 逐 辑 淮 则 ， 即 当 接 收 到 了 一 goal aa 时 ， HR 
中 1 的 个 数 多 于 入 个 ， 则 将 r 译 作 1101. TUHE r WEAR O0- 
0 。 这 种 诺 砂 方案 显然 是 最 小 距离 译 码 方案 。 按 这 种 方案 诺 误 主 
DI ppmRXAMONIEÉ (Ex D«1/2) 
AT AT. N : 
k= \ R k = k 
= (pq) “2 = (4 pg)" | 
iuin4b-i/2H],dPq-aP(l—P) Kio ES KR. MN 


b«c, dpi. BUND >c PCN) 0 。 这 表明 ， 
具 要 增 大 信息 的 树 复 次 数 便 可 使 误 公 率 赤 得 任意 小 。 但 是 ,这样 做 
BEGUATIEI S AME R= 1/N- 11) 挛 得 任意 小 ， 在 实 跳 上 是 很 
不 经 济 的 。 

A Nds p edipi qe 40 ERR T FREUE Zip M, 

仙 农 和 镶 道 编码 定理 d —-Tdfe UH — 1 uL IIR LC 
Ce bis ix dab iE CA e ANRE. VlISpY —26 xb PR B, 
C = 1-kplog;P-Fgdlogs d). XI P HE el 0 Kirp R, 0< 
RC, WIPE- TIARE r EERE dud REEL, NODE 
H138 C (DLE ER p E a T i p RRE M .< 2 。 

ZEAE, PBEYXPHPDTEJR GER) Ea RS 29 T WN 
ERR i R ER A RAAPT Di TE BST RA 
HRU D” BDLSIDODBEIE n GEDIBINSERHE. He U—1/2, 
P 0.01, 9 —0.99, 22 HR HE SER. 0 一 00 1111, RRM 
XB pvenUTE MM, MA EA Primer = 0,6, rp PRI EIC d BM, T 
能 止 确 译 码 。 央 而 正确 详 码 的 概率 D.—9^—0.9801, GBIR RTS 
WA p,— 1 一 P= 二 0.0199。 很 定 我 们 等 祝 尾 2 个 信息 元 之 后 才 一 
并 挨个 元 (后 面 2 个 是 多 俯 码 元 )。 按 下 述 规 则 编码 ， 

00:-—»0000, 

011——0111, 

101— 1001, 

111— 1110, 
AR BILE A REDE c-8,6,2,0. Ze Ta P Br at T ESL ZR 

ds — | (1-4) 

.—U,4- d, 

Bb m, WRAAE HG 当 式 ~ 从 成 立时 ， 认 为 下 
BE r= aa, 518; GA (1-4) 不 成 立时 ， dA 29 6. X5 45 qüi 
Ga Gs 有 下 中 有 一 位 经 ， 则 这 种 码 豆 纠正 前 3 位 中 不 和 多 于 工 个 的 
Hi. WREE, WRA (2-4) Ba.-a2, G= +a, WA KE 
G Hmo i E, 35 0,—aG, i ara ta R, GQC7EP dH. AE. 2j 
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d, d, data]. GL. XXQSULUN RR GR KR 0302 1/2, 
HERJER RER AA 名 一 人 十 39 p—0.9897, Mni 
HER p= 1 —5,—0.0103, FR GUES TA brum) P. GE Ae Hp 
fe aai Su o i EB E k or E, 

| WTP EEE A EE ERRI E mx 
PETE pa Pe WRU TS, Ei pm JL ÆRE qe RS E SEI 
Pp. GERERE e ERa Y AA nE ER. 


$1.3. ERARE Ame 

Ti 63 ER V5 p S — 71 e R EY 8C Ze M a a E TARI E 意 。 
fx Guy Za s x yS Yo Ne ccv for EE GE 
GF(2) 上 上 的 西 个 + tS, SEBHRESEXERR n HEDSLER 称 29 n Bi, 
Duas 44279 "n SETZE BU WS Lu. 

3EX.1.8.1. 设 x 与 y 是 分 量 取 在 GP C2) LPA n E, F 
xX 与 y 中 对 应 分 量 不 相同 的 数 上 自 为 x 与 y 之 间 的 汉 明 中 商 ， 记 为 da 
(X, y) 或 d (x, ye 

例如 ， gd (C1011)， (010022 8 

不 难看 出 ; 


d(x, p= ilL ZiKK, xix 


此 处 | o HR C TCR BEL Ho 

定理 1.3.1 C^ (2) EB 9 Wajik ih EB EM M E N 
公理 

(1) dix, y) 0; dx, y= 034LH xy 

(2) dix, y= d ly, x) 

(3) dix, D dix, y) diy. z) 

证 明 性质 CIO. C22 十 分 明显 ， 只 证 下 437。 
XPFGPEC2) EWEA n xy, AER 


d(x, y= M By) 


i = 1 


EARS ERONEN ZI HARRA 
X,CD y; & Xy d- yy 
于 是 


d(x, x) = (Gm) 一 y! Cuyo Gump) 


1 =] 


站 
< 2| Ox; vi) + Cyi22;)3 
" 
一 
à, 


(Ov) 十 > Cyr) 


1 r l 
= d íx, y) t dys z) 
(IER > 

因此 ， 在 FC2) LEB8g—sE n Xng S8 A boe SY H gp 
ii. E [EX ORBE S HRBAT H 

H PAIE SEU 3 S RE RS RO UI Av BB JT AE 2e 

定义 1.3.2 Hm 4G C Re SE ZO IESUECP E SE 1 71828 E TI 
BB HIER, EPRE AEAEE T: BIBLE. MERA 
AREE ED E P 

E —4 024835 C 只 俩 一 个 # 重 ， 即 C1 一 1 ， 则 移 此 分 组 
EE RS. SJ ESIEPBHER ^r 8319 f E EE EFRA. 

3E 1.8.8. 一 :个 分 组 码 忆 的 二 小 汉 明 距离 是 指 

dC) 全 min dix, y) 
x,yEC 
xjy 
TUBE ERA ug 2 ELI P GER P9 S 
定理 1.3.2 分 组 偶 C 的 纠 请 能 力 为 1 3 e DECIR 
2:-cblx:d(C)x2t--2 一 了 

证 明 BER (1-3) Ai- RoN RBF, vr 六 梳妆 内 
TE, Hd, ro) 1, div WIER F, 和， Wd ur 

iz (3). 4# 


div. r)+t dír, ow dv v')z21 +i 


内 此 
div >G + id dlou, rli 
+i- >t dlo, F) 
这 表明 码 忆 能 到 正二 有 不 站 过 t Aopo B 1-3(@&) 
Wax CRORBDJLEIEOM. 

RR, HEIR CARA ERA S oto ESSBENLEIR. n 
Ed. d(COsSS21-2, Md(CO«21 十 2 时， 由 式 (1-5) 帮 
d(C352121, TREE E v. v-v, dic)- 
d (e, v/)-21-c l1. MX Ue vna (CC) 个 对 应 不 相同 
HJ 258 E: 

U EUa (SU. a0; RUP. [d Co. 现在 作 一 个 六 
r= (r Ya cU. T, CEM v' 控 下 述 方 式 改 空 t 个 分 量 
1d 3E: 

Ti FV Cty FU 
r 中 其 侈 分 最 保持 与 之 对 应 分 量 相 同 。 于 是 
diu, r)-—dio,v)—1-21--1»i(i-—dg uu rò 
T AvE R RDF, rIPREMXEJnIR ORgEEG C314 m odgb. Wr 
A e ljo, pECS o^ ERE, (WA 1-305). 


T 


( à) iÈ) 


E] 1-3 


REB. Hd (Coe2t:--25, IPIE Fu, v ddidic)- 
dc, w2J-21--2. BEv p fcil nr. 使 
dp. D= di. r= i+] 
Pih kotia, roe mirit Amri d 
Epl A E E 
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MEHRA DEE, RU ZARRENA P. WME 

(1-5) FRZ, WEd (C) JERA, VAIE M Y xr, 1 9 
du 
27 -1x;d (COs 2H 4-2 

由 前 了 段 充 分 性 的 证 明 ， 该 码 的 纠 错 能 力 为 乡 关 革 。 CER» 

注意 ， 不 等 式 O5) 吉明 

j < < 一 < f -二 1. 

Blii, HRE £28 1.3.2 0] Xu. — 4 4» £R B5 Cip 5 qd B3 7) [8 7 
(Cd (C)— 12/223. REA HCS MU SEX x EXE NS. BI 
REDE GEAR, Gn, C1.53— 1. C—1.22—5— 2 9638, 

推论 1.3.2.1 JA CH £2] de 2J 2 70 27M d | Jv 6x XE ZR 
fF E 

d(C)z21-—1 (1-6) 

iI 车 式 (1-8) EW, MH 1.3.2 的 证 明 可 Xu, $5 
C 能 纠正 研 有 不 超过 上 个 独立 的 随机 钱 误 。 瓜 之， 和沙 式 (8 不 
mr. BldCC)s21, Meha H 1.3.2 的 证 朋 ， 公 人 AER 3 IE 
Bii |; TORLISEESUE UR, Hm pus 

ALTIS GR. C58 ELDOM BLAZER ZR C 5 的 每 一 全 点 为 » D, 
D? f xEBRRBDIEEITE 

v= {rid (vw, ri 
rE BUG 
Mi CORO 


Bj, PIBEOSIAMWIEBDGS 不 多 pof dRVCOBS RESERVA CDLIS 1-30 a), 
在 本 省 的 晤 后 ， 弦 们 讨论 分 组 码 的 检 划 — 
定 又 1.3.4 如 果 分 组 码 忆 能 够 检测 由 (发现 ) 所 有 不 多 于 
[vex XE HJ BS UL HB UR, [RAE jc Er S Un MAT l1 RIEUR: 
" WER AAL CH SB b. 
AJLTDLACE. SEIA S Aat Ci Egi 3x 79 中 心 ， 


pe 


ARa ER S Coi bsp CPA ECHE a, 
ix TAER INE HARET LG GEB ALR C 1 
定理 1.8.3 EL 83 CU d 


4H B JJ 79 
[=d{C)—1 

UERR GOLES ETATE l 
= d i fA A AEG — A R Re 
Pea STi. BE. dico. 
v 355. vs, i 
dw, vOmdíC)m1-1 | rn 
[]Eb. XP tb RHEE n Er, HE gd (o. rix 0.42 d rw, 
E A AALT RE te e ti n A ADI I Aak ar i SOUL HE. 

FE c uzcH VERA wr Be ds Wh PTA SE ! 个 名 Ar EI DS UL 请 误 。 
HE t9, PEIE v. v, vto, fi MM "=d C)= f + 
] 。 — auem, v galri nx, Jp v. HW 


VER ADR PES, ORE MEARI "" ics 
ELO RE LIDPENRGOSDC 


0—— 0 0-0, 1 >1 1-7] 

Sw c] 2 + 1 
RRd CS2 --1, ENERE y A UEC CC) 
10/20 = N, ET ERIDEN i。 nb. AER AS 能 


RdC) i=2y, 

11.3.2 考点 分 组 码 

C={NNon0, 0111). (1000), (1110)) 

fRd(C)-—22. ga BEI 0. WE IE fü 35 $1.2 
FEGE, APER REH ER S 28) AA ga DT 5s 201E 4 
位 的 草 个 请 误 。 该 码 的 检 销 能 力 为 1 。 

从 LET WHERRRUR SI, Wir? pi AES]. ONU HE 
ERépeRELOC, Mda (CO Ra EJB A. ERT, ipi GR 
ER uf X, XewpAcke n k Ce ZEE, ROMA. AKE: 
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LH DUO EI =, 


15573 f DUM B PEINE IR, M AUIBUS A 573 
BIERE ERAR. AER LR io o 为 使 一 个 分 组 码 


C BE fS d IE PRAE DET Aaka SS PR LET XC ER o YR ToU HU 
所 放大 于 上 dci cTRGCBPEERSVIGEIR C D> t), np i v 
C AIH BL RI 23 

dtC)= t-c-l-cà 
中 此 不 难看 出 ， 该 码 的 纠 销 能 力 


> 
RAR NHY t +l, 

BAAJLIBDA SUR. WTH CH AoE v 为 
Pop. PA tA ono» EAA k SC vRS Co), 使 得 在 
: 的 范围 内 所 有 码 球 彼此 分 黄 ; 

[| Sp 一 
vc C 
WA f l WAAGA R S n o BET bAT A 55 PRÉS 08 XX 
TA. ARAS 4 E. xRTE T BBAT : BA PO fa VR n] DA 2 i. 
而 在 十 1 到 + 十 1 范围 内 的 错误 可 答 测 出 CAE 1-5), 
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$1.4. q7GTRGB ER] A 5] n RT 
AJL Br IS ELS BU 2 H I SLE T.H] 2 o6 $6 o0 
1 fme ARITI, PMO. iJ-«EgmSLI CUu, Rio DAS HR 
信 源 的 信息 出 g 个 元 素 Gg O04, "t Mmi Bip 45) pe Bj d JL I 1X M 
EDSA GP (g)， 它 的 代数 理论 以 后 详细 讨论 。 对 于 4 元 域 的 人 
形 ， 我 们 仍 乱 可 以 建立 相应 的 编码 与 译 码 和 的 揽 和 念 。 例 好， 我 们 可 
DRIE a 元 对 称 信 道 的 概念 ， 这 种 信道 的 标 移 广 紊 短 隆 是 
p CACI P CALA "p CHELSY 
T=] P (asla) p (8, T, 2 ep (04-50; ) 
p (ailc Pt (Ayia. Do -p iatt) 
1- piig— lde p/la— l) 
一 p/Cg — 1) 1 — P -B/(0—1) 
p/Cà — 1) P/L — 1) 1 p 
亦 即 对 于 每 一 个 信息 符号 9;， 正 确 传 送 的 概率 均 为 1 一 P 


B« 1/2, Mii1—5751/2), ifti $8 ix fz IE BJ Ft EA 
H/C l)e 
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PECADUT, SP;IESISROGBREBUJSSRLISO, 1. 2 所 构成 的 3 元 刺 
BUM vg5Ei1--2—0 051252,222-1,2-2 
CET). THp EN) 3Ó ELIT 1-6 Biz. 
p ANDUPAGEREUEgcuEGPFC,) LB WT n Axiy, 我 
们 仍然 可 以 定 尺 六 明 距离 
dix, yj|ltslisixn, xA yal 
让 此， 定理 1.83.1 仍然 成 并 。 
DUIE Emi TIOCODPIRIZAE] 2] 4 8873 BTE BB JJ d 48 PECES: ZR 
HTa mm GF (a^ RRE. 


二 章 “ 从 线性 空间 到 线性 三 


$3.1. 线性 空间 的 慨 念 


A EEG R ARTE, 从 线性 空间 引入 盆 往 码 是 最 为 自燃 的 ，。 
RHEA TRXBR)mD ELAROH PREA: MEHM AB pia 
的 玖 法 。 人 但是， 县 有 这 两 种 运 等 的 系统 不 只 是 向 量 ， 诺 如 BE. 
SAAS RAKAR A., WEKA ARAARA ERI RRS 
At TEASE Ko TUESLERCR RJ Seu e r 1I UT SE. 
就 导致 了 线性 空间 的 概念 。 
定义 2.1.1 EVEA EG, REE PEAT K 之 
ERRETIRA FEWER Sr Wf EG Rui IM [3 
9. Bx, y. ZGK, a, B, VOSRXOCRENRAU EL WRR H 
种 运算 满足 下 述 条 性， 出 称 舍 人 台 矿 为 -一 全线 性 空间 
(1)1  x—y-—yctxOCE RB: 
2 (x y)cmTmws—xcOyctze)Xq 80 
a"—PFowifRfconx 0. Ext 0 =x, Xj— xc 
JLX 0 PRESSES, 
4d” WFF PE RY, TEAM OC x) RR T 
FT wext) =p. 
(251. 1-x-x: 
2' dx) = ux, 
(331. (Ca -+tppix=ax Hix 


2" aGíx- 条) 二 人 tU. 


EPRA Ww, du CmEWIBO i Edk e R m SR E e k PE 


Q (gotek af uaea, Bel PEE TR f, 
£L ER S VR EOD XCBDR IARE DECRE. 
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epu Mix— BORBEHDUR. RARES A V Bc 
为 向 量 ， 而 把 产 称 为 向 量 空间 。 其 次 ， 在 线性 空间 的 定义 中 所 说 
的 数 ， 强 据 需 要 可 视 为 实数 、 复 数 或 GE 2 ) qol. 4 da, 
当 我 们 分 绍 了 近世 代数 中 域 的 靶 念 之 后 ， 出 可 以 把 这 里 记 说 的 数 
NV [EXT XAU BID SX. 

002.1.1 R V.XmhERBHGPFOA) E nt XBPB F 

CE Xa tey XQ), XCGPEC2), i71, 2'e, nf 
全 体 所 构成 。P PJG H x GG. Xs occ. X y= CY Ys 
vts NS) 之 和 定义 为 

KHY EYO Dye DY) 
XXXC€GCP02) 与 x 全 矿 之 积 定 义 为 

Axzx(xi. Akas ce. ÀGQ) 

WEA, Va HA RETA. hA WU RO (0, 
0, c7, 00. KEM 为 位 维 问 量 空间 ， 这 一 空间 和 在岗 和 富 理 论 
中 特别 重要 。 

以 下 称 线 性 空间 中 亡 定 六 的 那 两 种 运算 ， 即 向 大 加 法 和 数 深 
jig. ouf TEL. 

定义 2.1.2 SAREZ AATE disi 
中 所 是 闵 的 谎 性 运算 仍然 构成 一 个 线性 空间 ， 则 宗 5 为 线性 空间 
V II zig. 

PREX] DELHI AB E TESS Rut £T TU. 

定理 2.1.1 E AitETESSIB. SÆI FPE, WU STER 
Fap Hi 

(1) Xx, y€ S, MWMetyEsS; 

(2) SxC€ S, ARREK, AMAxC.S, 

证 明 必要 性 是 显然 的 ， 因 为 条 和 件 ( 工 ) (22 车 不 成 立 , W 
8 不足 一 个 线性 空间 。 

现在 证 明 充 分 和 性。 假定 短 件 (1)，(2) 成立， 我 们 证 明 5 
i5 I ERHET E SP RQCIOC—eC3O. dT GODT, FEC), 
C3) BAR AA SBILAULEFGSJU. Ulsc, Muy 验证 
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P) Z3, 4'. EXITS, BDOBROEPHEJR E C25 «0x 
DC S, (—1)x-——x& S, nl We&2kECIO 的 3 , 4 PRSE VL 
(um 
DERA Ho AXSCpEBARER C12 m C3) 可 以 合并 为 一 个 条 
TE. Ea yE S, APA ETER, Wü ASA yc S. 
对 于 每 :个 级 镍 空间 广 ， 都 有 两 个 明显 的 子 空 间 ， 一 个 是 仅 
出 六 中 的 零 元 案 所 的 成 的 零 子 空间 ， 一 个 是 本 于 。 我 们 称 它 人 科 
为 平凡 于 空间 ， 而 其 它 的 线 往 子 空间 叫 作 非 平 几 子 空间 。 
当 比 性 空间 六 中 所 涉及 的 获取 上 日 如 人 2) b, WE GF 
(2) 上 的 线 指 空间 。 此 时 ， 定 理 中 的 条 件 《2) HARGS 
但 这 个 条 和 忻 可 应 定理 中 的 条 人 御 CI) HH. SEX OL, [£O xc 
S, hil 
xcx—1-*sx^-1-*-xx2-c(14c1) x-0-x-u0€ S, El 
ib, GFC2).L89ER ER [8] V 833-58 S 09 RC EISE EB OLET x, 
y&S, Bx--yc- s, 
例 2.1.2 25): GF (2) EEJ 4 Z£XPEZEP V, RE X — 
个 子 集 | 
S (00000), (0101), (1010), (11115) 
RARE SPERAT ZAIE S H, R e SE rE 
—---2x a 
定义 2.1.3 dV kB. HT PARRA 
Ais Agns 77894. Xs 
PTERA UE REO:—1, 2, 0, s), Ë 
kx tki t AX 0 (2-1) 
TYAJUX EH Ri qEGHOEBJ. TPHUDOM EK Ro c0. A 全 为 零 式 
(2-1) ARAALE, ME IAXIUXCUH EERIEXRYREY., AREE A 
定 沁 2.1.4 REEE EE n ARER E, 
JERAXEPF RRRS T n Tit RAA RKI R ik A, SGT 
RREZE EHER G n. HRT JnigiEdtssiB. 
WERE iR ar a AR EES Tre AJ, A 
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WR Y JÉTCBREEZRREESS]. LTAT EHHE i M. 
定义 2.1.5 Reps P PE RE e A 


Zis as Co. € (2-2) 
Er ocp[ExeppEae En KRA RA (2-2) 的 线性 组 会 
X—X,Q, Fg Fee dT X84, (23-3) 


HERBA (2-250 WZA fp — r3 EE, JP WR (2-3) ox, 
Xe, c. Xa 2 [8] Ele] S5 ER, 
为 了 说 明基 底 癌 量 的 个 数 与 空间 维 数 之 问 的 关系 ， 我 们 给 出 
下 面 的 引 理 。 
92.1.1 ite; eo cs, e, RTE S [8] E n ZEE dh 
SER p ER. dope qu] p H ; HEUS ASI HERR 
Xi. Xas CU. Xe SH 
的 每 一 个 问 隶 和 镍 可 玲 为 问 量 es ee co esH]IX CER 4. BD 
i ERÉH xi. Xe cc. x 线性 相关 。 
证 明 ”出 假设 | 
X: 50:e G0, T d 0,6, 


, = (ai 一 Coo Q 十 tt 十 aon, > (2—4) 


Ke TE 8,77 Te TON T lerla 
A d AX 十 "t +A = | 

相当 于 考察 下 列 齐 次 线性 方程 组 是 否 有 非 零 解 
QA 044, 4,4 t e 0,4, 一 0 | 


Gs À; Fanito Bim Ü 7 (2-5) 
G LÀ] HR n "T az _1 一 Q 
HE, HER (2-5) 中 未 知 基 的 个 数 大 于 方程 的 个 数 ， 故 此 时 
方程 组 必 有 非 堆 解 。 E 
定理 2.1.2 RIERA mJ ECT UV pE um. 
证 明 VE PER n, WEZ pE n II GE s 
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Ais Aans "79 Aa ( 2—6) 
APERET ARADR EMR, r AERAN 
Cj, Eas a €, (2-7) 


HERS, AX ur. aA, HF -orelis l, 
2. 5, r), I REEL 
Cis Xis Xo. CU Xs 
ETERA BUTR4E— AEAEE A 5S As Ae co, A tE 
Ergi TAX, F aXe H e F Xa m= O 


iR E; 0, Biik 


p=] 
加 向 量 组 (2-7) PAEA E RRA A (2-8) 的 线 
性 组 合 。 青 由 引 理 得 ， 了 mn. BD. r=n, ar tà» 


里 然 一 个 线 镍 空间 可 入 有 许多 基底 ， 但 大 定理 2.1.2 指 出 ， 
每 一 个 基底 所 会 基 呵 旺 的 个 数 是 相亲 的 ， 移 等 于 该 空间 的 维 数 。 

12.1.3 np aE Va TP É e areh 

e,—6(1, 0, “s 0) e-0, 1, c, Q), c, e 
(0, 0, en IDORRERIA]. HEE, M 

Aii 7 Aseo Foe t AVES Ais Au cos ASD 

BI. D A S 25e S a5 Ù 

Va BBPIEEUURX— Ou. Xa toe xw) diupxves es 
e. MIIE e 

X c X4 i Ion o0 S a 

He, eis es cc. egkEV.H)g—^7bXJE. WU (x X ce. x) 
Ji qp Et x AE TP B Abs 

例 2.1.4 考虑 形 如 


| d, Gite; | 
27 


[G;,2— 1 G4, Agge 


| Gl Gott" Amn | 
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BJ ^ x on EERE S, EPRE a EGF). TIE 验证 ， 
XX — Ex 4 EE M. 在 这 个 空间 中 取出 除 一 个 阵 元 为 1 
古 外 ， 其 全 阵 元 全 部 为 零 的 全 代 手 阵 ， 它 们 便 构 威 这 个 空 后 申 尖 
底 。 由 此 ， 这 -线性 空间 是 天 维 的 。 

下 看 讨 话 子 至 条 的 两 种 运算 ， 窗 与 和 ， 

定理 2.1.3 设 S 和 人 是 线性 空间 这 的 两 个 子 空 间 ， 风 它们 
HE STUNT. 

证 明 设 x，yE SIT, Wx, yc S Hx, v—T, Nx 
VES, x—-yCc€ T, Bi yc SAT., HTHPE RI UL 3 


人 得志 证明 。 所 以 ，S 人 人 门 工 是 六 的 子 空间 。 《证 毕 》 
显然 ， 子 空间 的 充 适 人 台 变 换 律 与 结合 律 ， 
SOT-TÜSs 


SIX TUD)-OSIYTOQU 
由 于 结合 律 成 立 ， 我 们 可 以 定义 多 个 子 空间 的 诡 , 它 也 是 子 空间 。 
十 尺 2.1.6 设 3 和 了 是 近 竹 空 间 拓 的 子 空间 ， 称 所 有 能 XE 
示 成 XxX 十， TA SS，y 生 了 的 向 量 组 成 的 子 集 为 3 与 了 之 A, 
HHS ++ 
定理 2.1.4 设 S 和 了 是 线性 空间 六 的 两 个 子 空间 ， 则 它们 
HIRS 十 了 也 是 下 和 兔子 空间 ， 
证 明 Bx, — ST, BI 
x x,-Fx, XIS, XET 
y—yidye yi S, ET 
TE, xdoyc—xsorty)c Ty 
但 是 ， 
Xy; S, X3 
EE, x-cycscTIp Td, 
| AxX= æ HAXE ST 
AA, SHTETE, Cm m 
HZR EJE — RE. TARAIRE E ERR HGA H 
BI [A52 X. PF us 间 的 和 ， 它 也 是 子 空间 。 
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定义 ?2.1.7 ARAD- AMARRAK ET UH. n 
果 这 个 部 分 组 线性 无 关 ， 并 且 从 这 个 向 景 组 中 任 癌 溧 加 -个 向 晶 
后 ， 认 得 的 部 分 各 其 组 都 线性 相关 。 我 们 称 极 天线 往 无 关 组 中 问 
T& 0) Tr 7 ARHAN, 

RRSLEB.1.8 xp Xa co. Xe yp Ye to Yese ER TE 
2EWPEIBRJENBd Bp, Ei Tg ERN URS TW x 
2EPESEIMM, NUTS THRETH. 

定义 2.1.8 B xs xe cox, ERER E hi E. 
H EETA BI REBSIZRTESL OTI BL HU SS AE AT EE IRAN, 
Xe, Uu ERATE, PE Xa. Xa co x6 

定理 2.1.5 (1) 两 人 向 量 组 生成 相 局 的 子 空间 当日 位 当 这 
HAART, (2) p xe. towo HERET E Bx, 
Xu) cU. XAR, 

证 明 (1) DH Pl Ae’ Xe ca. XO Eyo ysc 
yo, MEAE aA AH ye ye c0. WARTE H. HE, BÉ 
Taiya Ao xo ves wR. MHU, RNM 
Bn 25 fr. 

jü^rTk. Xt ExbWTupEEH OS DP. MA EEE Ox; Xe c. 
X2. ERU XCCÓyo Yo “o WS. dog. (Xi Xa. cU, X2 -— 
(yis Vor Us Vos HÆTT HEY o ys occ, yeo€À Xe Xe occ 
X2. B3B. Qu. Xa. c, RY We Ws Yero 

(2) BEEE xj, xe cU. x, H RAs Csr), Hx. 
Xo cU. VECA- KRA., BA, xi. Xo ts xs 
Bux Xe cv. XE. BEC X ce. NO SÈN Xo ts 
xo. DPA, Xi Xa. co, 是 4 Xa co, XO 2E E JEI] 
E. H2.1.2, Xoy Xo co, VORRETE, 

| CE !B» 

定理 ?2.1.6 d SE nH EA R erm YuH, e, 
es cc. ease SAER, Mixx eH AE BbRIDDQ Ar HE. 
MEZ, EV PAARE s 一 7w 个 向量 ena) Cmo rs Co fi 
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de, e, 0s eA V WER. 

证 明 对 维 数 差 # m HHA, S m—m-—0Hm, x 
HERK. Wm-—m-—ktM, EUR Y. RTD Tf ien m= 
R 十 1 的 局 形 ， 

H-e,.,e.-cc eEHX. BDAV E JE, 则 存在 
Em EN, ema DRENG’ es v, OnE MB. To. ese. 
ens Cmn REN, HOHpETÉ2.1.5, (e; € "Em 0? 
是 m 十 1 EBTGB HAr im+ = nem) 1=kt 
1—1=k, WHAE, e, e.c Cas Cmi H DAT E UN 
Fai] E R CHEY 

下 面 的 定理 是 很 有 用 的 。 为 了 方便 。 我 们 用 dim 表示 线性 
A A ES 

定理 2.1.7 GEAARD 设 S 和 了 是 线性 空间 矿 的 两 个 子 
zu], M 

dim S +dim T —^dim( S + T)-Fdim( S T1 T) (2-8) 

WEB]  ddimS—hk-ci,dimT-h-7, dim Sf1T)— 
h. €, ep cU. exe SPT)T IAE. HEM 2.1.6, 可 以 将 它 
i 36g S N ÆR: 

Zis Cj. t|", Os, Xp "Us. XI 
也 可 以 扩充 成 了 的 基底 ， 
$i Qn cs € Yo s YI 
可能 证 明 
El Crs cn. Cn Xp) “s Xis Yio I, yl (2-9) 
ESTR, HdimCS-- TO) — k +i cj —dimS +dimT 
一 dimt 今 1 和 17T)， 因 此 定理 得 证 。 
由 5 —QQ,, Cas s ky Xis "UO. XP 
T —4e,, Cas s €» yis s yp 
显然 有 

SHT =C €. c, En Xp cU, Xy Yoe 7n, VP 

TT LWHEBIS ERE (2-9) 是 线性 无 关 的 。 设 
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Aei b Ae, bee b Ae Eaux Ox 
thy t t Py 0 
a Q—4,0, 0 7 -HAr ta N Heta 
= fyi pyi | 
AA, ac S Hec T, piitecsf)T, Ban De, s 2 
REREH, Fase he tY, Du 
Yete tYrer toyi te Thy 二 0 
BiXei to 65 yo oc VAREL Ś, dR vS S Yn f 
一 fj 一 0， 所 以 a 二 0 于 是 ， | 
A Arer TOR tee team À 
Ele ce. 04 Xp ta ARETA, RA = == 
80,20, A, AEA (2-9) REER, SE» 
推 沦 2.1.7.1 PE SOIT Rn RR GV uS gg T 空间 ， 
HdimS +dimT >n, WS OT rfi 3E In A, 
证 明  Bi[XNdim( S - T)--dimC SAT n, H dim(S 十 
Tox", Bibldim( Sf] T2779, 《证 毕 》 
注意 ， 如 时 线性 空间 亚 仅 出 零 向 莉 组 成 ， 则 XAKDU RON 的 ， 
并 记 作 dim 斑 = 


82.2. 线性 分 组 码 与 生成 矩阵 


本 节 主 要 讨论 级 性 分 组 码 ， 下 面 给 它 下 一 个 严格 的 定义 。 

52.2.1 GF(2) EE n EAZA k RETF 空 
I VERS ARÉREOAU n. fEQUPREILIICHRqEAZISB 码 ， 简 称 为 
二 元 线性 码 或 二 元 (n, k) 玛 。 

至 于 非 级 性 码 ， 闭 上 内 是 一 些 向 量 的 集合 。 由 于 缺乏 有 力 的 工 
具 ， 对 非 线性 码 的 研究 尚 不 成 束 ， 我 们 只 在 第 六 章 中 予以 简单 介 
绍 ， 除 特别 声明 ， 在 第 六 章 以 前 提 到 的 码 ， 均 指 瑟 性 倘 而 育 。 

上 述 定 六 组 容易 扒 广 到 一 般 情形 。 例 旭 ， 三 元 C", k) B 
JW EAEG) bos fEDRIEDESDEIE RU k HEAR. 

显然 ， 二 元 (n, k) PRA7 个 向 量 , 而 三 元 (", k) 
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BIASAE BOA4UESEmDECTCUBDLEnDUDE—2:2R3EJECE 成 。 
AEREO, gy ERR RR RA. 
定义 2.2.2 U (n, hk) RUBNE 


2,7 (Ul, Ujang "tt. v.) 


构成 的 矩阵 


全 一 | e. |5| Vp Uy; 


ex J TENE 
ATESTA A pe. Aiie (n, ko EA 
TAA AAEREN 


例 2.2.1 Txh—35 (86, 3) 公 ， 其 生成 矩阵 为 
100 11 Q0 
;—;0 10 i1 0 1 (2-10) 
0 0 1.0 1 1! 
这 个 码 是 GF(C2) 上 的 线性 空间 [的 和子 A dBbPEa CEH ZTE 


E JE 
e,—(100110) 
€,—(01010 1) 
e,—(00101 1) 
el， 和 4 的 全 部 线性 组 合 就 构成 了 该 码 的 3 个 码 学 ， 
(0000005, (0010 11), 
(0101012, (011110) 
(1001109095, (101101), 
(12001192, (111000) 
ip E36 8 "p RSSE WS PPS 23 26 IE [5] EC 
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e1=(101101) 
e,(110011) 
ei—(1110020) 
就 得 到 该 码 的 另 一 个 生成 短 阵 
/1. 0 110 1] 
ZEE (2-11) 
1.1100 0 
TI, Ce, e, e; — (ol, e. e» 


12.2.2 AEEA REER 


1 Ò 1 1 
G -{ (2-12) 
0 1 2 1 


的 三 元 《4 ，2) 人 码 ， 它 是 GF(3) LATESTBIV LBS T 2E IRIV se 
由 它 的 两 个 楚 版 
e,7(101 12, es=(01 2 1) 
可 以 获得 该 何 的 全 放生 一 9 个 码 字 
(000602, (012315,(0212) 
(10112, (110235, (1220) 
(20225, (21105, (220 1) 
RT 0812.2.1, REBRA RAR CERERE, (jun 
2 1 1 0 
e -| | (2-13) 
2 2 0 1 
注意 ，GP 3 ) EBmEWtc02) 不 同 ,在 $1.4 中 
已 有 说 明 。 为 方便 读者 ， 我 们 将 GAC3) LIA psp BH 
AT: | 


+ 0 1 2 - [0 1 2 
6|[0. 1 2 o |o 0 89 
1i1 2 ob 1,0 10 2 
2i2 0 I "BE 2 1 


Æ e RUE GRI EETA, uppbuust&OPEE BOT 
EJ LA p. fH = Os mu, ce. ma) X — tiid, Mon 


27 
所 对 应 的 码 向 量 是 
€; 
mG-—(myn,-m,)| e, | me, me, mue, 

€x 

== M (Djs Uy, ce, Uia) Tr Dg Uas s Vsa) 

E aidaa a iT ETER Urges ts U pa) 
一 (fU, Ts PU t aUa 


二 ds 十 m. Us.) 


Hoo MPCOTIBE mom, my, 00, m) 的 码 字 是 其 生成 
写 阵 恕 时 请 行 的 级 性 组 合 。 
因为 线性 码 由 其 生成 矩阵 元 全 确定 ， 所 以 绢 全 中 的 存储 弛 可 
以 大 大 减少 ， 它 不 必 存 镀 全 部 2 个 〈 指 二 元 码 ) 码 向 量 而 上 只 需 存 
储 生 成 官 阵 的 六 行 。 当 然 ， 缩 玛 轿 除 存储 器 外 ， 还 需要 有 进行 线 
性 组 兴 运 算 的 运算 器 。 对 编码 的 基本 要 求 是 ， 编 码 设备 越 重 昔 越 
好 。 综 上 所 述 ， 线 性 空间 是 符合 编码 需要 的 民 好 的 数学 结构 。 一 
AeA, ATERI A p E EF a 
xí i5 Mie HRA-W AREE, E ARERR (5 WA. de 5 
2.2.1'P, —36 (6, 3) IUE HABE GEIT3—TEmS 
MEG" TT HH I EN e X 
EE 
1 


1 0 0 1 
ZEE 
9 0 È 

其 中 天 是 3 x S3 DESEE, AGEMINDQOOXBURÉDUGPES Um 
(mmm) 是 消息 组 ， 则 与 其 对 应 的 码 字 为 

I 0 0 ] 1 Ò 
TH 
0 0 1 Ò 1 1 


容易 有 囊 ， 玛 字 的 前 3 位 与 消息 组 完全 相同， 这 是 由 生成 给 阵 药 


1 
0 
1 


mn m.m.) 
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FIREREN. 
定义 2.2.3 ÆRERE M 


1 0-0 GHinn 
G = [£,44) 一 0 1 Ò G, ttt su 


lo Ql — Gurus. 

MJ (n, k) 线性 码 称 作 (0, k) RAD, PLA Rk X RO 
PE. ABk XCB — k) ERE 

(n, k) ERR Ade. AFK A de BP EL 
胡同， 后 站 一 六 位 是 多 余数 字 。 

75 EIE Eb fom. — (mmo ma) VUES PEE] TE 

U= (2,5, 14) = mÓ == (mum, m JUI, A2 
显然 有 


H; = T" | 一 1 " AP BM" 


jen 


tre 77 Gí gm, GS sthis don d Gum, jo— 1. 2,7 "8 — & 
FX (0-10 X (n, Rh) 系统 码 的 一 致 校 验方 程 。 

为 讨论 线性 分 组 码 与 系统 何 之 问 的 关系 作 准 备 ， 我 们 引入 生 
阵 的 者 等 变换 的 概念 。 

Br APER UISETTEEMERRIB PE] IP. 

(a) Wh EERJ BITS 

(b) BLXE— ERE RS RRE E— 15 

(c) Ui ete E -12 BiInsUBPERIA—41I 上 去 。 

MERES KIER IRA POBTEEQBUABIS. 

(a) FAE RETRE? BD 1; 

(b) GAELERA EPE 1 AE ARRETA E, 

(e) FET ARGAE 83 EA: 

(d) 假设 短 阵 有 了 个 非 零 行 ， 而 第 i 行 的 普 阵 元 所 在 之 列 
为 站 人 一 1，2，…， r), Wl] 

fit, 


© PERHEET E E AEE E eA i hi a Ta 
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定理 2.2.1 EARRA ELS ETT LO HE GU T) 4E EB JE 
SEP. 
证 明 zp 


| ent ac JT 


mr Omn 


第 一 行 的 首 阵 元 为 sy， 用 6i GREES—TpERUDMESS—1IBEUN REL 
1, AG, PES- TIRA Ce) MABRE Cil) 8 
PIE B A 化 为 


Qh D EIU 

HEARTH T — ERRE T 
TAL, iR REOGBIXEZOAMBIAJDARZDADAPTR. EM, XPxCTdE 
IPEF xh TATE, HEAR EA AR GRTIUIBIEBE MEHR, 

ARREBENTAR. GE VLISRSNEREO 4 化 为 满足 定 
SUPPE (a0 与 Ch) PERE, 

Bei. iif Ei, mIQEOA [55 RGE SW sMARfDCO) 
Hy UE, 3EREJESETIBU EIGA TEA TEC EE BAMEDX EL vx HR HE 
Ah BIS ARAR ERE (d 的 矩阵。 4 证 毕 》 

例 2.2.3 Wp 


3 2 
— 3 4 
—1 —3 —3 


ERRE Pf 9159 EU) A679 55 TURO B Fea 


20 


2 7 
(aq Ro lt. 
| 


$ xCIO-625, C12 C325 | 


— — . = 
D = - 


c: 


xt22-8) 1 Ü 1 


2 2 
p *(12)*(1), E 


4 
p 
a 


此 处 ， 一 一 x (DRRR EEDE 1 DL, 3 x (1) + 
(2 ) 表示 以 REREKAI 行 再 加 到 第 GE RER, 

对 于 二 元 矩阵 ， 即 阵 元 取 自 GF(2 ) 的 缸 阵 ， 行 初等 变换 的 
E Cb) 条 可 以 取消 。 同 时 ,简化 梯形 矩阵 条 件 《e) 自然 


满足 ， 
例 2.2.4  —35c ER 
100 10 1 
zu 
|j10 01 1 0 


BE TET DFE AAE A A RE ERF: 
100101 
1010900 
100110 


AWOROÓESTABDPISAPERH] 2, 5 Bj 


100190 1 1001 0 1 
0 0 1 1 0 1 =o 011 0 1 
0 000 1 1 0 10 D 1 


再 交换 最 后 一 个 矩阵 的 2，3 两 询 
1 8 O0 1 Q 1 1 0290 1 8 1 
1 1 0 jl: 10 1 0 1 E 
0 10 8 0 1 0 010968 1 
ARUBTBPAIBEE, EA T Ir RA E a E 
受 这 个 例子 启发 ， 我 们 探讨 系统 码 与 线性 分 组 码 之 闻 的 
关系 。 
定义 2.2.4 两 个 线性 码头 为 是 等 价 的 ,如果 一 个 线性 码 的 生 
REER YAX833 4179) E 0 FL BS E [0 00 — A 2 VERUS E 
BE. 
换言之 ， 如 果 能 够 通过 列 的 置换 将 一 个 线 手 码 的 全 体 碍 字 恋 
为 另 一 个 线性 码 的 全 体 码 池 ， 员 这 丙 个 线性 码 是 彼此 等 价 的 。 码 
的 等 价 是 编码 理论 中 的 一 个 重要 锋 念 ， 今 后 我 们 和 将 看 到 ， 等 价 的 
码 没 有 实质 性 的 区 别 。 
定理 2.2.2 任意 线性 码 都 等 价 于 一 个 系统 码 。 
证 明 设 


1.9 01 0 
COO) 0011 89 
i 


10 0 0 Q 


i 


是 某 一 (n, k) BBERRE Hn gEXS2.2.1, LITE T A 
换 将 三 化 为 简化 棋 形 定 阵 。 因 为 所 的 天 个 行 向 其 线性 无 关 并 且 构 
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EX — REIER, BPEAC ET A k, IHE rankG= k, M 
EEIT A H AI, W47 MINE plii cant = k. BI 
C mubude4. TE. Mia qu AEC RA WE 
GY = [rA], (iE re> 
TRA, WGRA AJ (ini ARATA 
EEPE eA) HA A EREE o, Ek x C8 R) Ma RÀ 对 
TE., MAITI  NABRGCBEJALDWRERTD, Sk & x nd 
TU WESBPARDRECHA LE. kK 的 。 因 此， 
TEKKE DR ALS. 


$2.3. — ug us dg 


J Y ARATE R RS A E EI AEH, RATAS H L 
何 概念 。 | 
4EX2.8.1 iW, n AmaE JH. ILE = C xs c 
XE Vs YEY Ye cU. X2€V.., WD 
XY TR XS V Ern Xy, 
为 问 晤 wx，9 的 内 积 ， 记 为 % yy。 特别 当 y= ORT, DERI ER x 
HPylEXE, dx by, 
AE EHH, ARRE B IBARGRTENE 
(1) x'y—y'x 
(2) (Nx) -Y= A (xc y2, ARIER 
(3) (xcty)-z—x- moy m 
OX. UDABEGADPELDE GLUTEICEESER DL. TQUE GPFOAL)LU 
BJ " REER, AREA 
X yE AyD A y Dee EON 
IER x.y— 0. Bx y SHE Louis] Sex y PAA a AP TE 
18 RERXRVAUGÉESS. WE x-—011011),y2(01001)], 
ERR 24-2 GERBO4GSli. Wm x y-0d01dg0 


O O UPTEETDLPTPETIMDETIMETITTELIT DE: 
i p d. 
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emi, 

WWRVquTwH. AUS SOPORE BEES EAS. 
AMEN DURAM RA. M 

U = {uE du Lw, Hwn} (2-15) 

BAR RAUBER TEE, 

定义 2.3.2 iW REV zm]. BRA 2-15) ERER T 
KUATA ETSA, TEU =W, 

定理 ?2.8.1 QE E n WEgp APERIRE] k ETE E NA 
零 化 隔 空 间 UU 是 1 一 上 维 的 ， 并 且 U 鼎 这 唯一 确定 。 

证 明 设 


] EE G1 ttt UB, í TU, 
| 

C= Wa Wig Uy = W 
\ 2E i ; 
O k We Wea F pon 


HTN R E SE E, WU | 
| mu(i1— 1l, e, k) (2-16) 
(2-16) RN pA T PEREIS, ULSAN ie Multi s1, 
k), Awe, SAW T T t, ANES 
HW S (AD r e m AO) 
=} u w Heir a ww) 一作 
Rl U, 
由 (2-16), RFR SETE Tr RE TAA 次 2A 
HJ 2 £8 [5] m Et Eu 一 Um Hyy 0, ip) HEG 
10, U SW Hh F ath H ttt HE Uga = Ó 
TUe H TWN] T Wag H J- =. 十 20 = 如 (2-17) 
TWW mU, ridges. dott cb nau, — À 
3e (ni t3 29 XB ER H SEHE TE S 
Gu --Q 
H abu qeu: ESR, MORIRTE, 


SE 


ANIELE, eRT EHA (2-172 (Ub EIS EYES TE 
FA, MARZH, BGE RTEZE JPIL.  HIJPGIKEETEDITES 
FPzbEJasfHRnpAn. dni EAI RETE, E E REG 
BPA ke MAA (2-17) BN ELEME. n — kSET 空间 ， 
BldimU-n-k&, 《证 毕 》 

推论 2.3.1.1 WALL 

证 明 [Ho plcoEX. WSF, 根据 定理 2.3.1，dim = 
dim?/,—dim/f-^-—dimW-i!, WH, F=, 《证 毕 》 

L EREKE Xd, UWK HT. BREUI-N, 
Wjmi-uUr--—U, 

以 上 所 讨论 的 构 念 有 一 个 很 好 的 几何 解释 。 例 如，xy 平面 
可 以 视 为 该 平面 上 由 原点 出 发 的 全 体 沿 景 所 构成 ， 它 是 3 SEDE 
ZER 2 维 子 空间 ， 其 零 化 于 空间 为 gz 轴 上 出 坐标 原点 出 发 的 
一 切 洒 好 所 构成 的 1 ECT RH], 


M ñs "Rin h, 
H = Bs; fla huy = h, 
hna hatz mM / hai 
A W RAET S A U R E RE. uu 
Uii 7 I h, +] \ 
G = Uh, Wag U Um 1 IE Hs hu [一 人 
Wr, a. — IN hn hyn A. as / 
HSBOXRXxÓOn—Rk) PERM, 
3 DEAE TaB Eg HARHA E A53 AT3E 
定义 2.3.8 ECE (n, k) RE, Cis (ucr.ut 
v, *p-BloccC), MERC M C HEHE, xk1EE BS, 
HEH THERN, C-dECH quam, A 3Én- 


3ó 


H, MC (n, n — k) RIE, 

定义 2.3.4 ECE (n, k) Arid, WRO EREE H 
^A CBH—AS3 RA E R. 

EX Cmm qr, MACKER AR BROgG,. 一 
致 校 验 第 阵 为 厅 ， 当 且 仅 当 好 的 生成 官 阵 为 互 ， 一 致 校 验 征 PE 
AG, 

TUiBSEZEAUREDB., -SRRA RETA T ERBSEV DRE 
是 否 为 码 向 量 起 着 关键 作用 。 

定理 2.3.2 BHH (n, k) 码 避 的 一 致 校 验 和 矩阵， 包 一 
(Di, Va s Un) JVC IEXEI) E. DU ec CON HA oH 
= 0O, 

证 明 EvE, WEH =O, WupDT—UmccoHHBau: 
v=0, Wv&cCht=C0C, Riz. vE cC, mM#— Huett RA 
u:o—0, AWHA =O, “证 毕 》 

对 于 On, RO RERODC. 给 定 其 生成 代 阵 GG 或 -一致 校 验 姬 
ETIS, WEARHAG E 下 述 定 班 关于 系统 码 作 出 了 回答 。 

定理 2.3.3 itin, kART CERERE HG =A, 
R C 8 —3 9 9 EE 

=m A LAS 


my 


| / —1 te 0 ctt 0m 0€. 1 00 
Hec aras — 1s — s Ut Gg 0 1 。，- 0 


LI Lj] k LI 
` {ns UM uet dixi] i Ü và f 


FIDELA AE C HJ- BUBE M E P. 
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通过 直 培 计算 可 以 证 明和 玉 中 的 行 癌 基 十 答 于 正 交 的 。 以 
C 和 五 的 第 一 个 行 疝 量 为 例 Cl, 0, s 0. 065985775 
Pak) CSa du, cre, 一 0 二 0 
0, lJh5M, rankG-— k, rank —n— &, “证 毕 》 
例 2.3.1 考虑 内 2.2.2 申 以 | 


1 Q 1 1 
G 一 = 4) 
0 1 2 1 


JEREZ = C4, 2) AA., Dia M 2.3.3, nf EASLHU 
GH EAJ — ET kyip E 


—] —2 1 & 2 1 1 9 
H = =m 
—1 一] 0 1 2 2 0 1 


因为 (23， 1, 1. 020-03, 0, 3, 320224715320 
(2, 1, 1, 0):.(0, 1, 2, 1)=1]1++ 3 二 3 二 0 
(2, 2, 0, 1): (1, 0, 1, 1) 一 2 十 1 二 3 二 0 
(2, 2, 0, 1X0, 1, 2, 1) 二 2 二 1 二 3 二 0 


所 以 这 个 例子 证 有 明了 定理 2.3.3 的 正确 性 。 

XLI (n. k) 系统 梧 ， 和 证 理 2.3.3 中 的 万 一 [一 妈 7 
BJ VÀ Sj HH m CE 1,8, 

$2.2:"]]J (mnm, k) BEBER MX XR 0-11) 也 可 
EL JA. — X PER RIER HU. CHOLE. Sus moet) AWM T 18 
Sm Qno gu.) BS, Pe 

Hc. d — 0. 39.9, k 

E XuH' -0, HB 


= Qd, g,U, 1 一 


n-k 


— Uu pH m rtt gu etr T, = 二 ( 
于 是 ， M J — 1 4 2 B EE i m h 1" 
rj -H da; He -t tre b OS, 


= GM sn op tr Oy jh 
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EE- RERI (2-14), CA H BO um Ghe t) 满足 这 个 一 
TRE, ucPARXASUSS'REJRER. iXipJE— RRA A 
称 的 上 由 来 。 

由 还 可 大 ， 然 性 码 可 盘 其 生成 矩阵 或 一 殊 校 验 征 阵 完 全 确 
定 。 讨 论 编 玛 问 题 时 ， 常 常用 到 生成 托 陡 ， 而 讨论 译 厂 河 题 时 ， 
由 常常 利用 一 臻 校 验 香 阵 。 两 者 档 辅 相 战 。 

最 后 ， 我 们 证 明 一 个 有 上 骨 的 公式 。 

定理 2.3.4 设 S 各 本 寻 色 性 空间 六 的 两 个 子 空间 ， 贡 

(Si[|Ti)y-—(CS-rT) 

EA UERXxCCOSC[QTAI, XpIERXEy yp ta€ SET, EP y; 
€ S, YET, E G xy-—xydot-xy,50-4-02-0, ikxc 
(ST T)t, Bi. (SS(1TD) cC ScETOML 反之， WxcO 十 
T), NOCT, KARAEHE SHAHI ymax ytt, 
Ames, AH, xer, FÆ, xEstAN Ti, R (STO 
SENT, Gr 


p2.4 ”线性 码 的 译 码 


一 般 而 言 ， 编 码 是 比较 容易 实现 的 ， 困 难 的 任务 在 于 译 RÀ, 
编 公理 沦 的 一 个 中 心 深 题 就 十 设 计 有 效 的 译 公 方案 。 译 码 方案 大 
体 工 可 以 分 为 两 种 ， 一 种 是 用 于 特定 的 码 或 色光 的 专用 的 译 共 方 
法 圾 一 种 是 可 用 于 生意 码 的 一 般 译 码 方法 。 通 常 ， 前 者 比 后 者 
惕 为 快捷 利 人 简便 。 这 一 节 所 介绍 的 是 伴随 式 译 码 的 一 船主 码 方 
F EA UEA AEE OA REE. MBZ ERAH 
部 [的 译 码 方 湛 之 前 ， 最 好 污 和 和 伴随 式 译 码 方案 进行 比较 。 

首先 引入 障 集 的 概念 。 

JEX2.4.1 CA (n, k) 线性 码 ，aEV,， P RA 
Tclee Co)mmBamEmCHBMS,, iuacrc. | 

显然 ， 上 述 陪 集 包 含 元 束 a。 一 般 ， 对 于 任意 ww 人 全， 都 有 
ECER RE Su, Um, uc Clu. PRAN, acc, 
Wja--C-—C. Bu. COE GE AR de. Db, S bb 万 a 十 
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C, Rb=a+e, Tftrhec0, TOR. bd- =lat Cat 
(cct-C)—ac C, ZENK Sat CH EA HEP EE — 26 3E — 3 
FRE . 

EE BGTOR T xe LJ ER., 

定理 2.4.1  Dj]-— T FESE CEBIT [8] EE EAR I] 不 同 的 陪 
fis 2r BE dE UE TH ARS 

WEBA ias’ aca C, W[a,—a-c-c,, a-—acc. fH! 
Cs CC C, Hoci;óc. WMEa =a, mUBac-cicacte B 
Ci7—€,. J^ B. 

Hik, a+b, dEmucatC[(hbd4cC, Wu-a 
*tc,b-ce, Pens cQ C. PekarxCrmBf-m,. W 
vo-—&à-F-c,—5bTc,—ci Feb - C, T X, a-Ct-bda- C, K 
SRn[uEb--CCa-c- C. BWifia-C-b--C, &SBuEWI. 

“证 办 > 

由 这 一 定理 可 短 ， 每 -个 障 集 a 十 忆 中 向 量 的 个 数 都 是 一 样 
Hy, RAC TNE AE AA WACC) ECA, k) 
人 码 ， 则 有 |Cl=9”。 同 时 ， 玉 中 每 -- 向 景 a 均 舍 在 及 以 售 在 忆 的 一 
个 陪 集 中 ， 即 含 于 a 十 忆 中 。 因 此 ，8F 是 C 的 所 在 障 华 的 并 集 . 由 
此 可 得 ，T 了 ,中 共有 9g” 个 CC 的 说 集 。 特 别 ， 当 人 忆 是 二 元 (7 ， 名 ) 
W, |C|—2'. ECAI ETE, E, CeRi pP, ER 
C AE P LAMPES EE. EA ep fep i3 E, 

PER m EE MieOgB-vT e, REX 

定义 2.4.2 WExCV.,. WRgBbx— (x. x ce. XQ) PEER 
不 为 者 的 个 数 为 该 回 是 的 汉 明 囊 量 ， 简 称 重 量 ， 记 为 世人 2)。 

注意 ， 定 义 1.3.1 中 的 向 时 实际 上 可 以 是 GFC9) 上 的 向 量 。 
PEAH., PANE RAA AHURA 

dlx, yp =u (x-y) 

TERBEN Er nece. mo BECIA RE SS m 
Evt 5 happ eshe, Ga t €a) X8. Hm esrev= lr, 
—U;, ty Fa Upis Jhe = 0 SONODM—u. falii ire 也 称 


T 
为 错误 格式 。 
Haka r 属于 忆 的 鞠 个 陪 集 ， 如 果 在 该 Bri xk 联 一 个 
A nECMEIDPEe, JÉ rr XAo-—-r-—e. 9" -oguiECopikux 
近 了 的 向 量 。 当 然 ， 一 个 障 公 中 重 如 最 小 的 问 量 ， 称 为 陪 集 首 ， 
可 能 不 上 只 一 个 。 这 时 ， 我 们 可 以 随机 地 选取 其 中 一 个 。 
详 码 时 ， 我 们 可 以 将 六 ,中 的 全 体 问 其 指 列 成 表 的 形式 ， 其 中 
每 一 行 部 是 性 的 一 个 陪 集 ， 方 法 如 下。 第 一 行 是 CC 本 填 ， 其 中 第 
一 列 是 霉 向 量 。 其 八 各 行 《 即 其 它 除 集 ) chay -—3 3:8 m S 
首 ， 亚 余 扔 列 都 是 该 陪 集 首 与 第 一 行 中 位 于 相应 列 码 字 的 和 。 称 
按 上 述 方 式 排列 的 向 倍 玫 为 码 C 的 标准 阵列 。 
例 2.4.1 ABEREEN 
us Ü 
Cr = 
0 1 1 1 
的 二 元 4，2) mc, Eiin BEN 


0 1 1 0 
H= 
1 1 0 1 


PRAE REN HAR — AE 4-55] 5, XpPÁáETI BEdEZXL CE 
2-1, $ TESSIE- X. Ra Er, PRATE 12 个 向 量 里 
而 ， 挑 选 一 个 重量 最 小 的 向 量 ， 鲍 如 (1 0 0 人 的， 作为 第 二 行 的 
EK. H (10 0000 与 第 一 行 中 也 有 的 码 字 相 加 , 就 得 到 第 二 
fH. BUB. EHTA S TRAR (0 1 0 00 为 第 三 行 的 陪 
集 首 ， 等 等 。 在 我 们 的 例子 中 ， 隧 集 首 重量 皆 为 1 的 向 量 ， 但 对 


E à-] 
tOM X "n 集 i | H5 RH 
"E: EXIT 190201 29$ 11] 0:110 | C 
ü ] | 1000 060201 1111 2110 [(1600*C 
| 1010 |inne 


11 01977 11801 6 013 


—— —À 


;—— —— — à 一 — 


ET | oo:0 1011 9107 1100 :(0601004C 
I | 
eye eg ie | 


TREKI., MATIRE MEEN 2, 3, dy tene 
— gr-c101 0), Sq yz E 2-18] 53 8 11.58 
44phjeu Tu. AA Lp Urime T 4 列 的 码 字 必 一 111 
0), ERES, ATE IRRA (0 10 00 AER DEB Et e, 
a FER 2 位 有 谍 。 由 此 可 见 ， 译 码 正 确 与 罕 的 关键 在 于 信道 错 
误 疝 基 是 否 是 陪 集 首 。 因 为 我 们 将 r REX EvnCOdE xir Big mt v. 
所 以 符合 最 大 介 然 译 三 准则 。 
S C EE 100 的 二 元 码 时 ，C 的 标准 阵列 出 2 ”个 阵 元 组 
， 译 码 强 必须 存 侍 它们 ， 译 码 时 还 必须 从 中 搜索 控 获 向 基 7, 这 
在 工 Jeu bJÉTROESOERNMJQ, PEREA EID A Sexy wtfEIG E E. 
5E 2.4.83. EHA (n, R) 到 CC 的 一 致 祝 验 知 隆 ，r 是 
Fn PETERE, Sps—rH'S rif x. 
TEEGSE s EA (m — k) CEIR., rCH 
HU pr Hs 0. 
[rtExSHOS PU ERE 
定理 2.4.2 Va bI ES 8p E oW y RT C I] — PRAE 
当 且 仅 沼 x 和 yy 具有 相同 的 伴随 式 。 
HEBR itx, yCcac C, BUx-a-cc, y-—actc,c, c, 
C., TE, 


sm 


xH'-—(a--coH =al +e H aH 
yH —(ad c) H = aH +e H =at 
EIH (n. k) BCA- RR RER, HERH 二 vy ， 
Bi ac y TR IGI BS R BES o 
RO, WxH'—.9H' Wb (x—y)4f—0, HE (wyi 
CHBA, idMgx—y-2c, cCcC, Njx-y-crec, Bx y a 
T CIEI—TR58 S. | Cu B» 
这 个 定理 说 上 明 ，GEC9) ER (n, kR) W$CHg—^r- EE SENJ 
全 部 TARAR AHHH HEEG FILA PE SOS ERG 亦 不 
ii. EACH AA pE BLA g D La 的 位 
随 式 。 和 但 是 ， 伴 随 世 s 是 有 (s — BO sR ESTIS 量 ， 因 此 ， 


dl 


TEE REN I A AAJA m fh Hab, ER ott EX 
PPE MS G REA. RER en p mrt 
AES ba qU AAEE e a ir E A E R Ro 
anae Eoi 2.4.1 cpdg 226 (4, 2) BIRC, CHER 
0000), (10603, C010 0) 
£10 0310) XS ACA S i (00), (0 1), 
(119 5 (10), MÆ 2-1 05]55, MH PL r—C101 9) 
Hj. atd CEU PBW 


(1010) 
| 


4 
p 


1 
Ji 
0 
1 


pp 


EdXpwEEBBNESIIRÉO 1 0 00,| 于 有 可 避 尘 r 译 为 {1 0 1 0)+ 
(60 1002.11 107, 

AE, TES Ae ERATEN I IE T 4 
一 TBET GE 2rd [2i IN ra [A HE a vU i's 


AM oc gd 和 -p T PES esQU40 0 Vy 4 
I ts elis i EG EA Oor 4. DGd.d Ve -一 


+ ta r n m AL Th p. fergo G pyt xq]? Se enl 
^ MT 2 A B JH 1 1j 13 [于 ey eH t L LA 
+ a hi “二 Ne i. | Eti pU XM E = = mI TE ah I LE M 
i M aaa til dE cj. Hie } UH 


. - E 23 L5 fuos E UT i a Jata -f m — r Fe SOR i ` r-* RET . JI. 
AE A ae Q2. DCXERIBQAA iio CESTA CY 


REHAR id gn PUR BRA D pE BAER Sg Geitis iT 
MN REAA E GE 
REM LKE Ae use, DEOR DDAR CREAR SEG, GEfE SCR 
sons BZxB IGI Gd. BURIE BOR. IUDAS 
AUN HEBR, tel QU dou PASTS LT ETE — 
2. Hyog(edU—3uPB. MAOA i PAMAGAT, PE I 
EPER RE g ARMAR AE. 
RIDI PRG Ca, k) RTh SPRHOKUAAER 


ar Fia e a b t — ocn - à ^ “Fao: | ' l - -+> 
AE BERAARSDBUJTIGH i MUZ (200, 600 4575 RIR 4T 


"1 
mÓ 
nin. 
iT, 
"rill 
ER 
l., =m 
ul 
T 


ROSON P 
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54 2" TERR am AZA AA TUS A d tE Pe SUR ERCOJR 很 
KAUGE. ibb ER 2U 个 伴随 式 岂 比 搜索 32” 个 同 量 简捷 得 
和 多。 住 随 式 译 伯 方 法 是 目前 所 钊 的 厌 好 的 通用 泽 亿 方法， 恕 采 要 
进一步 收 进 ， 就 必须 对 线性 码 训 以 更 强 的 岂 mq. AA wg. BR mn) du 
理 ， 评 可 方 法 的 专用 程度 世 就 走高 。 

TF ATIRALAERABQEXZE. Ae John TREN, 

定义 2.4.4 fU ZEE TR ROSUSIUEDRPERÉRGNE EE. 35 pU RE 
RERS EU (a0, BH a EERS i ARRI 

IETHER nA k, XPÉPF.R BB k ETEB A (m, 


k) 码 时 ， 其 陪 集 的 总 重量 ”> aii 一般 来 说 也 随 之 不 同 ,内 此 ， 


AL 
为 了 保证 正确 详 码 的 概率 最 大 ， 应 当选 羡 使 陪 焦 总 重量 最 小 风 
HETEREN (n, A) W, RTRA k ETZERA, 
fixi (62.4.1 109—356 C4, 22) 码 C 的 陪 集 重量 分 布 为 


a=1, Gi 一 3, 芍 > ai 3， 内 此 C 是 最 佳 码 。 若 取 
i 


1109 
ATE 
0 0 1 1 
为 生成 着 阵 ， 风 相应 的 二 元 C4, 20 码 的 标准 阵列 为 


0000 1100 0011 1111 
106000 0100 1011 0111 
0010 1110 00601! 1101 
0101 160601 0110 1901909 


t B B SOR SEES 4. Dri EB, 

最 后 ， 我 们 讨论 伴随 式 译 码 方法 的 误 码 率 问 题 。 

我 们 已 经 说 过 ， 当 采用 伴随 式 译 三方 法 时 ， 译 码 器 总 是 选择 
ACRES SEU Aea. Bie. AIER EUREN E 
TA RNE. TE ERR pR, 
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n 
F = 2b 41 
p=ple+ ER =1  erqv 
p= ï 


HP a; EE CARERE HD 布 。 
HFA ™2.A L 中 的 二 元 (4，23) WV, a=, G=, B 
=0.99, Wu 
P= i —qg*— 3 pg 590.0103 
MRA RUDES d =2 4 二 1 或 21 t a2, WE 1.3.2, 
BAAGHI ERRE A t. RME: STERS í WAR AE RE 
E, Hp 


BE, $4 6 0 了 时 ，a; KHARE [Orge P. RAD g 
Spo Bip. 

45 X2.15.5. BE/RIBEIXdmHJREÉCTWWfpzs5, Wke O, 
Xp-pil:—0(d4—12/27, 

AGETYB. f1—££2] 455g faul uL D ER A GB EIS AN BU. 
现在 能 绎 正 任 和 何 征 证 全 上 的 诺 误 。 人 今后， 我们 将 进 一 纱 讨论 完 
d i5. 

4;E 2.4.6  BRIBE Au díHCfpiscc B, ul d aS 
0, -i D> tti, PP —d-—125/2332, 

Bi. :— 4 AM S aa e Aa t ETA R ae t A X 
Sem a= fo- 1 Rar BAe gk E ER> t oc 84 D 
En. RE — e M A P PA ETT. 

02.4.2. 7518058 2.2.1 a E (6. 3) WC, E 50€ 
mgguuEdGOC)-—3. BHE C AIR HER EAA a= l, a= 


7 | 
| - 6. XR R mod MB I.I 7 
1 


t (一 1) 时 ， 没 有 全 过 可 以 方 证 地 计算 @。 但 对 于 这 个 特例 ， 
REE W pprt HER a= 1, HADER RA 4 个 重量 为 


E ES uo XY, gl an-han p7 NP FE r 
SUPPLE RETE DUE: Ti om 


Eh s gmi, Abigo Jeiz- 3cpcEGiów 2 Bg mp ERHPEA 


p= 1 ~g —686pq'—p'g'50.00136 


$ 2.5 Tv 'Efbn Ne VIE 


Jc Us Pii 人 el yi "BST MI TER ibt ri d. 


b =" 


P ETD OX » C. VERAS QUUD SUED Em. 


yg X2.5.1  — 44M Ci 5 COLERO. Hiriei 
dC) min Wc) 
ccc 
— 
"E unn sug rtm PLST Eo 
;E38n.5.] £P p nd n ps "n EXC Dat AOI 
TE GR CONABEN x. yC€C. lüx—yCC. BOSCHI 
Fean 


m 


d (C) min dí, y) 
= mini tCx— y), X, yt C, xv y 
Fr EL, 
(C)- min uic) 


《证 毕 》 
Else, ck Np Wn Img TR rug SOR IXORTR UE Ry Dg Sus dw 


1 
A. GERRARI., edu. WAER diy (n. RO SE 
pn (B, k, d) KB. Fin, ZEECR RHEAOSQ EE d leute 
WEqucmERNILTUONX. 


ERCO Ca, k, dO FLOS RAS eb. YE f Cd — 
1)/2 LXpEÉ(GBEAR. XR: AAG E 


45 
定理 2.5.2 球 包 半径 1 具有 下 述 性 质 ， 

(1) f—maxtis PEJA s ADEI DUE 

(2) ti —maxísif£EZE XE Et 5 机 3 

证 明 (1) 定理 1.3.2 BAIRE Dm T i di 85 ER OH. 4n 
AF. MÆ nAIRE f£ 1 Ri um ^. 

Exc CcC Huw (xsd, dB. gym Wg/ 
2, By a% d / 2 CERERA MNAU8RIAER OE RR ER. GT 
d Cy, x)= d y, )=d/2= 1+1, RA Zom W LOS 
(00. dv dXjzmEx. FHEAE (dob 12/2, Hy 
部 非 堆 分 时 者 对 应 于 x 的 非 零 分 量 。 国 为 4d iy, Sd 一 (d 十 
1)/2=(d—1)/2=1{1, Hd(y, 00)—(dri)/2—t- 
1. Wii, y S.) f 15,00), 

(2) RIE, TENES BEBE EA. H F 
Rag — ME ERG :24-01d]s] EVEN UB. 5d AEA, 
YxcCHwOx):-—d—21c4-2. 9wy)—t-F1. Hyg 
WB t Old VAR EDBBADPBLST B)SR*AME. TU £:—x—y 与 
-y HFCBIEI—T BELA Hwx—£€9(—y)-—1--1. Blu, 
z d -y'rpimnnmddg—Td ISSN. G dye XL dE XCCH. 
w(x)—d-—2t-Fl,-b6wiy)-—ti-cti1, Eyma tE 
übwRoLDxHipGAE;.FMUt, ssx- 5- yira — Ae 
hijs, (EJÉ, wiz)— i, w(—y)- tti, BL, Es. 

p bs 3 APEG4RBBBSEEGUE Vo DEE S, — 
PRR TE a Piae CARARE 

= minis | 半径 为 s W Ra Aa E E. 

FTFRERR TTET YA HYERES TANA, 

定理 2.5.3 BEG CILESGRGDAOESERBUNÓSSBGEHE, 

证 明 dro EBRAR fir EMHI T Git. dxTl12r VA HE 
IRETE, iP, ir a e RT EIU, DRA 然 ， 
则 有 一 个 向量 yE (diy, a, xi—le€ c, 但 是 ， 


1 


dë 


4d mT CHETES.IG€GEE EED x. TE, y—x-—o,. 
cC C. Eb, aiy, cid (xc, ciwíx)sa, pu 
T. BLU. PRA a WBRA, n nhà, rea, X—3, 
JR REB] COREIXCERAEBNEDEDARD n. BET ES. dk ox ME gu 
H. Hwix)r,.Wxp—BcccC.88d(c, x) 9(x—c) 
ro (QN. x5x—chmrb-EE, HwOc—co)s ru. 
与 x DERAHE., Wb. ERA rE R 都 不 
包含 x， 与 覆盖 半径 了 的 定义 冲突 。 因 此 ， or. p gh, 
rg, 《证 毕 》 

定理 2.5.3 使 我 们 可 以 用 材 盖 半径 的 诸 言 重 新 定 尽 完备 码 和 
M ss fru. 

定义 2.5.2 Wr, taj (n, k, d) 码 C 的 覆盖 半 
径 和 球 包 半径 。 称 CC 是 t 一 纠 镜 完备 码 ， 如 果 r+r=1, 称 C 是 +t 一 
纠 禾 扳 完 备 码 ， 如 果 上 一 上 十 1。 

显然 ， 这 个 定义 与 前 面 的 两 个 定义 2.4.5 和 2.4.6 是 完全 等 
价 的 。 

例 2.5.1 继续 考察 便 2.2.1 和 例 2.4.2 中 的 二 元 (6，3) 
氢 完 备 码 C， 其 标准 阵列 为 


(0000D 
1606060 
010000 
(01000 
(0010D 
000010 
(001 
0011900 


001011 
igloI11 
011011 
000011 
001111 
001001 
041010 
0650111 


010101 
110101 
600101 
011101 
EREU IELE 
010111 
610100 
211091 


190110 
000110 
110110 
101110 
100010 
102100 
103111 
1901010 


111000 
011006 
101800 
1109695 
1111509 
111010 
111021 
1195100 


011110 
111110 
601110 
610110 
011010 
611100 
011111 
010010 


1011951 
DO1LGL 
111181 
100101 
101201 
101111 
101180 
1060021 


1180:1 
01060:1 
1n90:1 
111911 
1101:1 
110031 
1100190 
111111 


由 标准 阵列 可 见 ， 了 一 2， :—(0(3—1)5/2221, & fh 
计算 在 半径 为 皇 = 一 1 的 码 球 内 包 祝 产 :中 疝 量 的 个 数 。 显 然 ， 

51,00) 中 含有 零 河 量 和 6 个 重量 为 1 的 向 证 ， 共 让 7 个 向 各 ,此 
Uo XPHIERXCC, S5 Q0 mpm. Bjuixq EM 
HT CEXE p ERN] Le SS, C00 rprirqidu m S 到。 但 Cc 中 
jq 2—8-pimmE. SomicsgbinpltT x$—58^4-F.mpü 
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FE. B, V. 中 尚 有 2 一 56 二 8 个 向 量 在 这 些 码 球 之 外 。 显 
XS, xx 8 个 向 地 局 十 忆 的 标准 阵列 中 询 最 后 一 行 。 此 外 ， 设 x 全 
C. WS 中 也 会 的 问 量 最 为 忆 的 标 谁 阵列 ix 所 在 剂 的 前 7 
个 回 量 。 
因为 C 后 壮 量 分 布 为 6 二 1, g= 4, 4 一 3， 其 中 64; 表示 
C 中 重量 为 7 的 向 量 个 数 。 通 过 更 仔细 的 计算 可 和 得， 人 车 
w(x)=3, WS G rpg REUS RATS asa 8, a, 1; 
GD 车 加 (二 4, WES, y) rg EERU HAE 82g a,— 4A. a,— 
1, 3,7 25; CH) $,00) ''mRES GRE 2) 798,— 1, a,— 6, 
Eis. Ed 1BHBSXEPQDUDpEBJSGEIRA U2g0 —1,3,—6, 
4,712, m,-—16, G,— 15, a,— 6, a4— 0, PEE, EHS 
4pJjJa,—G8,— 1l, Ga,7G,— 6, d.-—4d,—15, da,--20, A, ix M 
RIRAN RER CR D 3, 0,— 4, 0,2 1, ZA EC 
的 标准 阵列 中 最 后 一 行 的 重量 分 布 。 
顺便 指出 ， 有 时 所 的 标准 阵列 可 见 ， 忆 是 最 佳 码 。 事 实 上 ， 由 
完备 但 和 折 针 备 码 前 定义 立即 本 得 :完备 玛 和 氢 宪 备 玛 一 定 是 最 
佳 码 。 
下 述 定 理 是 很 有 用 的 。 有 了 它 ， 我 们 可 以 通过 5 上 的 一 致 校 验 
MEERI pEi (CO 的 信息 
定理 2.5.4 —— UmKIS t, 则 在 C 的 — E 
DREH m APRE- TREMER. E, XE H BI m 3j 
HEARE, SEXEDL—RCOBRECH OR nF, 
证 明 rygkEu-—On, 5, c, n) COR HX 
uli = 9 
EU. HUS: GEO hn MA 
uh; Tas tu A= D 
因此 ， 
t: h: cu huuc … 十 H oho = Ü (2-18) 
HOP. 5,5 0, k=l, 2, m. X18) WEP m yi 
个 钱 狂 相关 关系 。 


18 


BEI. dix (2-180 成立， 显然 C 中 有 一 个 疝 量 O2, 
之 对 应 ， 其 中 以) 二， GER 

推论 2.5.4.1  CügàrzpeEIRU d 25 H.ÍXW 34d —maximiC 
BI -—— Xp BEADMEHIUgIXSm-—13 5t 70Xl. 


证 明 Hh FE 2.5.4 可 得 。 | Cur B 
HHEN, HopsLHeEXepuBIq."cuiesgEBEmEO 1g Im 


。 对 于 二 AXE HAMA GHCHDPGE x52 
EAT. Et. ATIBEENURZUE SE SUP GUY 3 04. T d Ze 3.1 
Fam C,d 223 MARAA PEE PE DERE DIAN, 

E ifie TP a GRRR a Meike 对 于 一 个 
PRI m AAG, AA mA E REAT, ERE 
j m NES JGN, 

定义 2-5.3 EGA (n, k) WCRHERIE EE. GH ff 
E k 个 线性 无 关 的 列 为 CC 的 信息 组 。 

定理 2.5.5 BEGA (n, k, d) Wh CUm, ge MWG 
e frES-—d-dcisBE-—Tidusa. Sb, d ARE E 
质 的 数 中 最 天 并。 

证 了 明 kO PAn -d 十 1 个 列 ， 它 的 列 坐 标 为 集合 S， 医 
HIE k AR ER. B a G RE ERA, ARIFI G PE 
AAi SHAH, AX. AEk xn -d +1) 5H, H 
rank A< ko Liv, ARRIGO Gea cc, aR, B 

Aai FA nins -tArd 0 
EPLET, SCRIT S. Se cU, ge FBE X 
U= 4 g tAd t nd Ae 
E, uc C, ka M nts TURCA DEZ. HU (u) < — 
(n—d-c1)-—d-—1, XAFA T ez Uu] Bj —3u527. 

ACRE V EmEGHUR—TE Gv. wlad, € 
oR n —dHSEkASGeR. S WEG GuuNgMBAgRE .-— 
dARI PERA GRA AREL Aa ma E -e TB. Mz o€*w 
rank AL k, AmA 4:8. CER) 
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eEMERSDS LARES n, kd LBA ERA R, Bà 
"OW RA, —PEPAT d KEP HE 

定理 2.5.6  (QMEiEdEG (Plotkin PRO ECH Z J (rn, 
&, d) Rh, W 

d&n 2*/(2:—1) (2-19) 

为 证 明 这 一 定理 ， 我 们 需要 下 而 的 两 个 引 理 。 

引 理 2.5.1 设 二 元 (5, k) BCRA, Mé H% e 
定 列 中 为 零 的 全 笨 码 字 构 成 Cn， 名 一 1) H. 

证 盟 ”不 妨 设 该 国定 列 基 第 一 列 ， 我 们 证 明 在 第 一 列 为 和 震 的 
Cheer EBEN. C. 是 忆 的 一 1 维 子 空间 。 因 为 ， 洲 x= 
(0x, x,)€zC^, y= Oye EC, Matys EC, HA 
Wüxd yCcC'., WA, C ECH PZH. tih P CPRA RS 
5j, Ef ju—(1-e)€C,. pA. C AAAA is C 
u+, HC-C'LUor-C). Bic, C Æ k 15b B9. 

ena: 
5]382.5.2 RCERA XB] —25ü (n8, k) W NIC 
Hp AE 5 S ARZA m «277, 

证 明 d 4H C ASSIABBAE. ms S 2.5.1, 
A EX MUS SEIITHECHZU,. Wut, AEA 9 SS 275 7 
1, (HE, ARA n3, PIE, CHARAN n 275 

(BER 

xE322.5.685uEPB HHE 2.5.2, RAER 08, 
hk, d) 人 码 C 的 总 音量 为 n - 2^, 但是，C 中 共有 2 一 1 个 非 
SEQ. Bk, d ARRECHE TYRA, BH 

dt .2-/(2—1) 
WEC PEZE h MERE IRM CIEE) 

类 伺 地 ， 我 们 也 可 以 证 明美 于 9 元 (n, k, d) BHAN 
Fem, KEL A (2-19) Eg 

d&n -lag 1) 1) (2-20) 

Foi Cn, kO EBEDE K d peti D JE 
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定理 2.5.7 (FHE (Singleton) R) ECHEAN, 
hk, d) E5, H) 
dx;n—k-1 (2-21) 
证 明 BENACH- A RBE, Wirankid-— n — k, Be, 
HPE N — k +1 ARRE., BEBÉ 2.5.4, WE 
d&n—k+l1 <H> 
注意 ， 式 (2-21) 对 任意 8 GARM., RFA C4 d — 8 — 
hori" Ramn (n, k, d) RECIBE XE SS 9 yr 83, it 
Hj, CHP TZEI TRAT MERER., dA EBJ PIi wb A 
4H. 4H REdKHBpGHESCHB)J—s3xEESeÓBEE. Wp n — 
k PIRRE, CBAR kR, BAREEN rko S EBRJI 
EA (n, kR) W 
E LPIPTLIBGESULE JTE RD 4n, kAd, (n, 
hk, dd ) 码 是 不 存在 的 。 晤 后 ， 介 绍 一 个 下 限定 理 ， 说 央 的 确 存 
在 好 的 线性 码 。 
定理 2.5.8 (ÆR {A-R ER 限 (Gilbert-Varsha- 
mov)) BETTIN 


n— 1 "n—1 
| Je- o4 Je-ive- 
L à 


S —1 

« ) q—1)'*«q -—1 (2-22) 
d 一 2 

mor, MFE- Ekr, Eion — s HEMNES d Ag 

元 码 。 

证 明 RIET Ss xn ABAH, [SH d — 13pPD 
线性 元 关 ， 则 由 推论 2.5.4.1 可 知 ， 以 瑟 为 一 致 校 验 年 阵 的 码 忆 
的 景 小 重量 实 d 。 互 的 第 1 列 可 以 为 任意 非 零 5 重 ， 第 2 列 可 以 
为 除 第 工 列 的 倍数 以 外 的 任意 非 零 s XR, 0E 3 列 可 以 为 除 前 两 列 
的 线性 组 合 以 外 的 任意 重 ，… 短 等 。 一 般 其 ， 假 定 我 们 己 经 选 
x i34, Bp d —3 列 都 线性 无 关 ， 风 从 这 了 列 中 每 次 选 
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BràDOr—1, 2, 一 38)， 关 所 有 不 同 的 线性 组 合 
ih 


[ 1 í 
eos je Dr ret ( je 
1 dd 一 2 


(2-23) 


WRA (3-23)«4— 1, MRDA CLXeRC— IT xe 线性 

组 合 的 : EEXIHIUGSS i IG AIMA- ERRET E, X 

到 当 in, Bx (2223) — iP IE, bE, xL (2-22) 

x, Bb. HHH n 34. Hid ran&Hszs, BDELC HJIEAEIL n — 

z, ETR- 
对 于 二 元 码 ， 式 (2-22) 变 为 


"H 一 1 各 一 nl 
| 4 je j<- 1 (2-24) 
1 2 d — 


$2.6 HEF SE £6 B5 


5 UE de 50 ppp uiu nmbuo 误 出 来 的 ， 是 一 种 典型 的 
性 能 良好 的 单 纪 铺 人 码 类 ， 其 编码 和 详 码 都 很 容易 实现 。 下 而 ， 我 
们 深究 一 下 汉 衣 码 产 生 的 本 源 。 

我 们 先 从 二 元 情形 谈 起 。 

RHA CH- KEWER, £f, rC COH BR 4 ri 
件 随 式 s—rH'—0. HEWWE r 5i ote WEA HFE ovS 
C, ejédbumAE, WA s—rH'—voff'-eH'-—eH', RE ii 
lim BGRART RRRA. AA 

ĉi 


& —(eli) -—ile = (hhe ha) e, 


e. 
eh, teh t eut, 
其 中 dh EHP: TOP, MARTH S TAE Xe 结论 ， 
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ei a REFE A S TE E n EDI 
HO. XD] tst inni 
(00…0 1 0-20) mH, WA 


3 


S peISGRBRBSRE DIT, 
p 4; py i {3 i 8S. BJ g= 


s =le =h; 


出 此 可 天， 当 万 中 有 全 零 列 时 ， 则 在 该 伍 置 产生 的 绒 误 将 不 会 影 
WIRES DA áp cikde SH XX wu. Pi h = 0.9)J0;56 e= 
Q0, X: e-—(10--0)0, AER s—-He—9, 

in EH esr. MERS DERI — BASES 
E pA Ae A T RA A Aa ERLT” TUE Me 
WART U—TEE. TTA RBEXCTEOL Z- Meme gs, Br EL 
只 能 公正 其 中 之 -的 单个 错误 ， 另 一 个 将 不 能 正确 详 砂 。 

Aike, 4d vnfX TERES Al ESTAS RR RBBEGOBNZGE ME 
是 《 : 》 开 中 役 有 人 金 容 列 ) GD Hop gH. 

Kc. WAR CoO 和 和 (Gi) 成立， 则 由 淮 论 2.5.4.1 后 面 
前 讨论 可 知 ，d 之 3 ， 即 上 述 苯 性 也 是 充分 的 。 综 上 " xk. 4 
们 有 

3E 82.8.1. YR Hn (n, k, d) BCH—R Az Sg 
HE, midleccpn(snmmmees m4 Hae, 

MERNE, Xp p RicON r TRR S ROn C, 
EARR n a EAM EPRE RASTAR 
秩 ， 央 此 上 述 问题 归 东 为 ， TELH r ANIRE IRER 
H GP C2) "P. MEERA RR T SAWA GERi mb, XX 
—j]E HAS X SERT. Bbru BUE Ed MUERE IRE 
EHE», TGe 2-1. MA r OHE mk Bra ae m bd us 
FRH 


l, 2 d ME 2 -一 1 


Uu. HEME? '— 171 4CAEGEHUBULZurE y qp M EB 
Wo HrarkH =r., KAKA TR r nr EN 


3 


"PE m 


0 1 0 
1 0 N 
J& H EI — RC ERE y EA, 

经 过 以 上 准备 ， 现 在 可 以 给 出 二 元 汉 明 码 的 定义 了 。 

ww2g.1 iEHAIEH2—160r222 TET LIOPBP 8 
$», EARRIERO r ERRAR, MWAHA- OXON 
AE EA 3E IX B8 83, 

下 面 ， 我 们 讨论 二 元 汉 明 码 的 三 个 重要 参数 ， 玉 和 d 。 显 
ARS ne—1, kan- r =7—1— r lbih HEE 2.8.1 
我 们 右 4 主 3。 实际 上 ，d = 3 。 因 为 我 们 很 容易 找到 一 个 娃 量 
AX se. Di | 


0 0 0 1 l1 
009 11 
H= $$ 1 dà 
0 1 10 1 1 
1 0 10 Ò 
P hith th= 0, B C111 0 0) 是 一 个 重量 为 3 的 


码 字 。 

汉 遇 友之 所 以 重要 ， 还 在 于 在 等 价 的 意义 上 上 ， 它 是 瞧 一 国 音 
纠 计 完备 码 。 我 们 只 证 明 

定理 2.6.2  — 201 88 i3 2| 8C Er TS, 

证 明 方 法 1 焦 首 军 少 有 + 十 1 一 2 个 ， 即 零 向 量 和 # 个 
全 量 为 1 的 向 量 。 此 处 ， 每 个 党 您 含有 2 一 2 个 向 晤 。 因 为， 
(n-E1)-2*'—2' .2'- 27, MARARA EE EE Dg 3, BI 
mcus. | 《证 毕 》 

法 2 EAR E y a mm, KOA I Wee HERES 
Wa Wb. aemp aa t1 一 2 Aa APER 
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rogi s E ndr EvImpBEmEXISmmaB, HA A 2'-2"' 个 码 
ZI, H (n4-12-2"'—2", BEELTLHL ER IPLE ROPA T 1. 

《证 毕 > 

例 2.6.1 r= 2, Wn-2—173, hbk—-n—r- 


1. fF 
1 1 8 
am 
1 $ 1 
G —(11 1) 
BE. (3, 1, 3) 二 元 汉 了 明码 具有 两 个 码 癌 晤 
(000), (11 17 


KERRE HARF aaeh REWE (111) 的 重量 


峙 外 得 系统 甜 阵 


这 个 码 的 标 淮 阵列 是 
000 111 
100 011 
010 101 
001 110 


由 此 可 访 ， 举 径 为 1 的 码 球 数 = 二 码 字 数 二 障 集中 所 含 向 量 的 个 数 
一 2 一 2 "一 2 一 23, HER EI NUTS — Ff EC 8 1 
= y -25— A 
例 2.6.2 Er=3, W[5n-—2'—1—7, k-—n-—r-—4., 
AAMAR 7 个 二 元 3 a, Aa ERA 
0 00 1 1 1 1 
is 1100 1 ] (2-25) 
1010 10 1 
Zka, h.0dn-cB.,—0, hithe 4h90, hithit h,= 0, 
h: +h, + h= 0, AHAA 
a={11100900) 
b=(1000011) 
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c-(1001]100) 
4-(012012010) 
EK aq ERE. Xa. b, c. d 线性 无 关 , 于 是 以 a, b, c 
各 为 行 的 矩阵 是 一 个 与 瑟 相 对 应 的 生成 塞 阵 


111902090: 
[190001 1 
G = 
1001100 
0101010 


为 了 更 赛 易 求 出 二 元 《7 了 7，4，3) DHiPAg ug, AHF 
H REE GAAT MR EZ SERIE. 
0 1 11 1 0 60 
H'-|1 0 1 10 1 9 
| 110 100 1 
BD H =A, Hos J.3538 x 3 mE. XSER AR BUE RR 
邦 至 少 包 售 2 个 1 。 因 此 ， 


1 0 0 0 0 1] 1 

0 1.001 0 1 
(^ 

0 0 1 0 I i 0 

0.0 0 1 1 1 1 


BA, HHA H iBEE :第 此 等 价 的 。 因 为 等 价 的 
码 有 相同 汐 纪 痕 亡 为 和 请 误 概率 ， 所 以 它们 没有 本 质 的 区 别 ， 

由 于 工程 了 的 或 其 它 申 加 ， 我 们 往往 候 爱 某 种 等 价 码 。 例 如 ， 
B5 — Rb] BEES HL 58 JE 29 


= =m Gc 
EP I O 


EE, XGTRUIASI MERD, RHSGOENSE BUS ARE, 
hg. IITA A EPA T. REDE. 
—JGü Uu BUSES HERBAS IRIL$R RIS. JLILISOR HDEIU A25) 
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BA RERED, HB ho : 9p 0L EWRECDIXX. ix. Y xpo 
错误 进行 译 码 ， 译 码 器 首先 计算 接收 向 量 的 储 随 式 5。 如 困 5= 
0. HERRAR REIRE. WE s0 Hs=h:, Rj i% t 
AE iB. Mis 0 B sah J51, 2,5, n, 
由 这 种 “不 完全 ”译名 方 梁 失 败 。 详 码 拓 败 基 详 到 诸 误 仅 当 出 现 
两 个 以 上 信道 庄 误 时 才 发 生 。 

现在 ， 我 们 对 9 元 议 朋 三 作 一 简 知 的 讨论 。 粗 看 起 来 ， 将 二 
JTA HS HEC Sao (972) TÉ, KE r xg 一 1) 和 矩阵， 
使 万 矩阵 由 9 一 1 个 彼此 不 辐 TA 9 GT SESS] EC S BERT. 
但 这 样 作 是 行 不 通 的 ， 刁 如 当 8= 二 3， rc 28H], R 

00111222) 


s" | 
12 01 2 01 2 


si oen js O COS) C) 


2 * 
NUES 个 的 倍数 。 解 决 的 办 法 是 ， 
/ 


每 对 内 取 其 一 , dd EOS —-3ERR ULCUS 1 BU m] iE. XH 
0 1 1 1 
aT 
1 0 1 2 
Bp Ay a FER RH EE, 
BAdJEER g nr 重 共 有 《8 一 1 个， 其 中 第 一 个 非 零 元 素 为 1 
者 共有 (9 一 1)/(8 一 1) 个 MUNNER EE dnb v —1)/ 
(€ — 125. 
AS oni, lu HA e RAWA, 
定义 2.6.2 WEH Emh (9g —3125/(4 一 1) (9252, 
2) TRIEBNBUYAAIBIJER s LciEsQp Hm. pE 
SEKER EARS, WEU PA a m EE RRE g 
OS g WAA, 
BA a ma SO XE (Quoc dii/(4 — 10i mn, nr, 


r 
3 fh, 
FEA POCA, XE 
EEL 0 元 光明 到 AB EDS E PT. 
ERA  SDUISCÉAROR(UUCOPXEIÉD.6.2 yk., HAA, EAE 
有 asg Atta R, MEARS ng 一 1) 十 
LA TDH bA An g= 1d 个 Temm ESI 


RJE ied. HA, q"Un(a—12-Fi2eq".«-—q, is xi 
得 证 . 《证 毕 》 


2.6.8 Muqe—3, reo2.yWn4,hon—r-2,4k 


1 110 
| | 
1201. 
W E EVE 


r 
1 0—1 —1 1 02 2 
G= -= 
0 1 一 1 —? 0 1 2 1 
RB, KEZI (4. 2, 3) WREG 35,— 9 个 码 字 是 
(00005, (01212, (02 12) 
(1022), (11105, (1201) (2-26) 
(2011), (2 102), (22 20) 
Ws. Wike EEI Epey, Tae 9 Ai 
(000909), (100050, (2000) 
(0100050, (02005, (0010) 


(00205, (00015, (0002) 
Amer. | 
HAREA 2.2.2, BARAUA (2-12) 为 生成 六 隆夫 的 
LE (4, 2. 3) 流明 码 ， 这 语 个 码 是 等 答 和 的， 上 及 为 我 们 
的 EAE PARASITES E DUE IU B — ELI ZEB 
Hgei$—cpadgibAAREE. SLE 
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1 0 2 2 02+rlyf1 1 1 0 
| yes | 
0 1 2 1 U 1 2 1 
(1)-c25/1 1 1 Ò i 0 i id 
1 2 ò I 0 1 23 1 


E —^r3$BEEASEYXRAESUBU T IS.Ó4kH ID EA ENSS 01, 2, 3, 
4X)3PNVORXPREEREISS 4. 3, 1. 2 Wü. 
因此 ， 对 式 〈2-26) 中 的 9 个 码 字 作弄 的 置换 


[ 2 8 4 | 

| 4 3 1 2 

就 得 到 例 2.2.2 中 的 9 个 码 宇 。 下 边 我 们 将 这 两 个 二 元 (4. 2. 
3 ) 汉 明 码 排 在 一 起 ， 将 例 2.2.2 PR FAE A 


003890 Ü 000 
1022 220 I 
2011 1120923 
0121 2119 
i118 159511 
219542 02127 
$212 1229 
1201 0121 
22290 2022 


BEAR qd 元 汉 明 码 是 完 押 码 ， 那 么 ， 还 有 其 它 的 8 元 码 是 完备 
码 吗 ? 恕 有， 应 沿 和 什么 方向 去 村 找 它们 呢 ? 码 为 上 比 时 覆盖 半径 7 等 
FREE i, n, kAd PLUEG. D 
Ll. AMEGREIHEBHERBSSSRILESEEKnBgSEwPUL. T e Ho 
找 这 种 制约 关系 。 其 办 法 是 计算 以 : ADD WDRIRAÓSXE. GELD 
码 球 中 记 例 向 量 的 个 数 ， 并 令 其 乘积 每 于 整个 向 量 空 B n HRY 
3 2v. SUL. 

定理 2.6.4 am (n, k, d) 码 吓 完 短 码 的 必要 条 件 是 


f ("à HA 
| to Jtet j= (2-27) 
0 7 \ i | 


1 irf 
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fah a= 294, SX (2-27) 变 为 


Ge Cr (2-28) 


称 厂 会 (1 11) A2168, n XEM, d dig 
HEr (S. 1. 5) BWER EAG. Jb, X 
空间 Ds fAakESEéRER. FER LIBRPSESEquUAURSSES, S 
415; 3X B Je P b n PIE REAE- FL Se S 23. 

现在 考虑 二 元 完备 码 存 在 的 必要 条 件 。 当 上 一 1 H, AEH 
(1--5n)2'—2', Wi dEn—2"'—1, Wer=n—k, Wo 
n-2—1, hk—n—r-—Z—1—r,DUEd23, X EEZ 


元 汉 明 码 记 具有 的 参数 。 当 1 = 2 时 ， 必 要 条 件 EE nn 


H B ri 
| EE zz Jer. 因此 ， ies Lm 
之 à 2. 


2 BIDDER. IRZJEXXTRARTERÉEPEDOAB)SüUOIES, SLAR 
元 (5. 1, 5) PAZA 83. $827 n (E 390, "HT NER n 
一 90 BS5r SR RARUS 4RGE CARCER STIS). 1-38), EL3 AER 


5 un 
spas ion e^ Je (^ rris sn mieten 
! 2 3 
的 11 次 估 。 这 陨 担 到 着 名 的 二 元 (23, 12, 7) 完备 机 ， 称 之 
39 XE (Golay) $5. | | 
类 位 地 ， 在 三 元 码 情 形 中 ， 为 使 双 纠 错 完 备 码 存 在 ， 必 须 令 


H 
1-25 TE RERI. IEXESPMGS—IIB,1--r2-:11 


+ 2:11:10:243—3', RAHAS (01, 6,5) 完备 码 一 一 
AEAEE, 

HATER 405 (n, ke d) BC, RECEHZAH, ud 
C 的 以 iA PERE Ri AA Va p, LAA n 
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此 就 计 朋 了 下 看 的 定理 。 
定理 2.6.5 《 汉 明 球 色 了 上限) CHa Cn, k, d) W, 
网 有 


Hn fi " 
(Dee enn 
0 1 t | 


(2-29) 
ibm. MESS, UIBjERBIESMEAE Jo. HWH 
ditm. p, 9g—2, 8—7, hb—aAW, ROGE 


7 T 
十 十 和 <S2 —1e7 
1 2 


HJ, t-—1, Hm, Z (7, 4) BRS RREH — Tie 

EPA eA wu ndUbI. HAIRA, DDR 
2 Pp. AXES EH RUIT RERA R., EPA ERE, 
PHILA RRI, o ARREDI, RIAIR ER F 
述 定 理 ， 这 是 关 于 ;5 REAA 3E A 

定理 2.6.6 MEHIS Ammam ør F — 元 (28, 
12, 75 ZR G1, 6, 8) RÆ, "E—BjdE E JL 
A T6 5 SER ZSBEIS3G, 

RE aBa” HS ARA RE, Mea ERE 
存在 的 。 

THE, ANEHE ME., AE, R D E F t 
iir. 

定义 2.6.8 设 C 为 2 元 (n, k, d) 码 ， 称 "为 C 的 扩 
RE, WR 


# + 1l 
Cels "t. Cng C414) Cis "tg Ca) SC, 2i c; — 0 | 


i=1 
由 定义 可 网 ， 对 CC 的 每 一 个 码 字 都 增加 一 个 全 一 致 校 验 位 ， 

就 得 到 扩展 码 C*. Wu, Imp, d Aaa N, Cx 

(n1, h. d 12 M, Wu CR Here fS m nca) x, 
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B C WERAMERA GMH, T 是 ,C "的 
E IEE G*A Gn amaa E G' 的 备 列 之 和 等 和 于 零 问 
量 。 此 外 . £1" 具有 如 下 形状 ; 


/1 124 
in H o 
0 


这 是 因为 号 出 互 增加 一 行 和 一 列 得 和 到， H G"5 E28 8 
ERR 
GH'=0, HG = 0 

即 CHERT Hp AAT REY., 

y RN d E E mz D 

45EX2.6.4 CHII (n, kh, d) $8, RÊ ACH M 
BR33, WR CH EHGBEEG ME SEA C ERER G. 

Wa. £6 xX Cin. HHERASIBIBJGUn[pssf EU TS. HMER 
BASRA n — 1 ， 维 数 为 kh 或 5 一 1 , 虞 小 距离 通 浓 甘 d 一 1， 
但 也 有 可 能 为 d 。 

通 贡 ， 我 们 采用 扩展 与 删除 码 的 方法 获得 各 种 合乎 需要 的 三 
类 。 下 述 二 元 扩展 汉 明 码 就 是 其 中 一 例 。 

例 2.6.4 iri, Wn:-2'—1-218, k—n—rc-il, 
二 元 (15, 11, 3) WHEE C RH — SUE SY AB EO 


Ü 
0 
i 
0 


- D c nu 


1 1 
i 1 
0 1 
1 l 


D C x 
D ER =e ER 


B], —36 (16, 11, 4) PRIJE Ci suu BpE 

1111111111111111 , 
' 0000000111111110 
i[*—] 0001111000011110 
(00031310201100112020110 
j0101201010101010 
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Feli E n rtm sS —2 or =H *ge e TFI*4nukh E Bu 
出 现 的 各 相应 的 各 之 和 、 我 们 有 如下 的 泽 码 方法 ,如 果 没 有 


LO 
RURAE, Mis 0. 。 如 时 发 生 一 个 谐 误 , 例如 信道 第 ; 位 ii, 
JU 43 
1^ 
w 
3 二 | x 
1 了 


v 


Arp (wzy z) Ei gE., WREE iR, nul 


2 
此 时 译 码 器 断定 右 晤 个 (REZ) 潜 器 发生 ， 但 无 法 进行 纠 错 。 
显然 ， 这 个 特例 虹 有 一 就 注 。 加 此 ， 扩 展 汉 明码 加以 纠正 来 

LR 
为 此 ， 有 了 时 称 为 “ 纠 1 检 2 下 

ER, — GORREN, 事实 上 ， 二 元 
(n, n= r) BE RUARR—R/n-—(n—r)/n-—l-r/tu, 
所 以 ， 当 了 给 定 以 后 ，”# 址 大 了 R 流 越 大 。 二 老汉 有 明码 的 码 长 #1 二 
2 一 1， 使 R 达 到 极 大 入 1 一 了 了/(2 一 1)。 

扩展 汉 上 明和 码 的 信息 率 为 

R-1—(r--1)/n-1-—(r — 1)/2 

M n RAR, DIUJIESIA3 EREDETE RIT Y. 

EA TERTERARN AS. 

ix, EH B3 rd ES 

dEUAGEY 

但 长 i 二 (9 一 1/(4 一 1) (322, r222) 


HERR —n—r 

Ep = 

UNIES d = 3 

E ded 

(1) TESPULHTXE XL E, WREE- AIA U EA E. 

(2) -BEREN Er x nippg. CAAA dp ur 
蛋 ， 其 中 人 尾 一 列 都 不 是 其它 列 的 偿 数 。 


n 


S 2.7 E] 1E A 与 日 对 ta e 


加 所 我 们 在 2.3 28:185 BIOS X HB SHIRE M. PR C 是 CC 的 
Apps, lE 
CL RT S *pP—j vc c) 
X B3 83 B6 2:293 Diea NE 
MOSS S umts MRC Ssg. Ae 我 们 党 
HE Cd Clem crm E uy 
本 节 将 要 讨论 丙种 与 CC 联 和 夺 等 十 分 紧密 的 码 ， 自 正 交 码 
与 日 对 候 码 。 nmn Pig -pini af a eL 
& X2. 1.1 3 (n, kb) PCI w RCC, 
HoE XH E, HERR G E Cai C RAR m T 
AE AREZ. Wik Coni tA P, PeT aH AE 
Ri. BH, 3EIOOEDESSEESS, FAE 是 3 mp 
GEA&YEGCFEO3) m, 2-2—1, 107149120), GD Cni 
A xà PB P 08 SE AERLIRIEWS. 
定义 2.7.2 VE xx, oce. x) Royce xi, c. M) 为 性 
HHH., Wx Hoy BPE? T 
eye Un: Maa oret. a Mg) 
Eb. CPI Ug inc Wb v. zT uc, ce, —Xty, 
wW u-1:xBwx;9vx-—i1.cpi. Wiry) 表示 多 和 yy 中 
Nut iBsugvcÀX CBE, TES 4H HO] 公式 
JR Ms 


b 4 


Wix ty) 2 wx) Heu (yj 21 (x*y) (2-30) 
HAIE e, w (02-30) AEAMP A. 

TERE "m C8 HER] E ifs Db, 

定理 2.7.1 RGH (n, k) BCHERI PE. WME 
GG 的 行 章 量 疹 为 偶数 昌 各 行 彼此 正 交 ， 则 CC 是 自 正 交 玛 ， 上 反之 
Jh E. 

设 C WEW Cn, k) WC RER WE GA fo 
EA 3 BiA Ht EEZ, B C'l Baz. MARA, 
证 明 RAIRE ZIBA ERE., XpT C KEN JE 完全 类 
似 的 。 | 

B6. BDUSGBLITGETBIESR EDT. AUG 中 的 行 与 它 
HHE., HA, REB, G 中 任意 两 行 都 彼此 正 变 。 设 x 和 
y 为 C 中 任意 两 个 癌 量 ( 相 同 或 相 异 )， 则 yx 和 都 是 如 中 IETIBS 
线性 组 合 。 由 于 内 积 的 线性 性 E, æ y= (At P Egg)" (B, 
gi tcc ga (gt +a. (gg) t= 0, 其 中 
i cU. EG BADA, @, HECF(2), Aik, CEHE 
AE RS, 

EI. cw COIBHOEAEES. WAG EHIE CPE A, i 
G BJ TISCRE EOS fer Hy HORIER. 《证 毕 > 

HT n, k) B. yt—?ibitH 

定理 2.7.2 dC XL (n, k) WCECHÆER Æ E., WER 
G 的 行 重量 为 4 的 倍数 且 各 行 互相 正 交 ， 则 C 为 自 正 交 码 ， 且 C 
PIATTE ERRE 4 BAL 

证 明 hEm 2.7.1, CAREZZE., W TÆR A E CH 
BDOHGSTÉEPEBID GAS. UBER, GP PEETER iE 
4 的 倍数 。 设 gi g 荐 GG 中 的 行 ， 册 由 式 (2-30), w (g, +g) 
=w (g) tw ga 2u (gag). MAg Lg: WY) 为 
fx, Brbbw(g,rg) 是 4 的 信 数 。 用 数学 归纳 法 E ub. GH 
WU EX RDESI NUM 4 BUR. Gif e» 

2.7.1 21504 2.60.2 市 以 GG 29 E NE SBESIN — 75 C75 4, 
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5) WHC, An RUBIA SUED $. EEI TJG (85,24, 
4) D HEU), C", BERERE 


Ü 0 


ent 


0 
Q 
1 
0 


bP 
= = © æ 
= © mm e 
—— NN 


1 0 
0 0 
0 Í 


aT 
> oc c = 


让 定理 2.7.2，C 是 自 正 交 码 ， 且 C0 FERAYE EG 4 
的 倍数 。C* 中 有 1 个 重量 为 8 的 向 量 ，14 个 重量 为 4 的 回 量 和 
1 个 零 问 量 。 

在 刚才 的 重子 中 ， 我 们 统计 码 C "中 其 有 不 同 点 最 的 码 TA 
个 数 ， 这 圭一 件 很 有 总 义 的 工作 。 

定义 2.7.3 ECAN 为 码 C 的 曙 重 分 布 ， 如 果 C 中 重量 
为 工 的 本 和 字 有 AT, 

EX, REREAD aa HIDE. UI, REA AS 
l., AARE C EH X Hc CARES, C^ 的 重量 分 布 
请 TA 活用 集合 (Di 3e. 

WE RALE, Cu mE mk4R4pUETISBA, RE d p e 
PHARE T Aiai E C uH. MEn 很 大 时 ， 这 种 
TREA ARKH, p IIIS H iT Was] mir tE A e 
Ta a4 BHYEBg—TOROEdDAR. Sk RIE, 38 EC CL 
REDMER, i RAA E S P 6. 

2.7.2 pl 2.7.1 PR G' Aiia — y ira 02.6.2 
中 的 G o RECREA G ERHO (7, 4, 3) XIB 
CHJ H5 2 dB. 

注意 到 24,— 1, d—3, R Gp di Rios nj d h, 
BA, 二 1, Bllbzn5toc C, Wb ocThC,. V 3e. HF CPA 
4 di 已 的 E RL DH 82X 4, PEs p B GE 4 Hyg pE— 
mA AJ. EGJ M, Ams l, 了 

FPU G'UytmasuinEduy WIL (8, 4, 4) DUNT, M 


EA R$, CREEA di d=, d'-14 
再 背 一 个 求 重量 分 布 的 例子 。 
例 2.7.3 设 二 元 17，3) BECHERA 

0 0 0 1 1 1^ 

1 


HE 2.7.2, CEK EZ, Hd;-4t, din-—7, WH A 
= l, 4,—7, KAWT EREIIL 白 正 交友 往往 对 计算 重量 分 
布 提 拱 方便 。 

Be, Ct CRBI— SC B ee 


COD 0m mE 
© pL m Im 


J 
Ü 
Ü 
1 


Co e 4-2 E 


I 
I 
Ü 
l 


一 =e m cc 
= = © m 


为 生成 矩阵 的 《7 了 ，4) 码 。 轩 为 G 中 的 任意 行者 是 过 中 庄 行 的 
RTEA OR. EARNE T CCC'BJX Gp. GRE GN OH, C= 
C4, MEG 中 增加 一 个 全 1 行 后 ， 斌 得 到 CC， 

通过 类 似 于 例 2.7.2 PRERE, ph 4o EGK 得 C+ 的 重量 
分 布 : DQ,—-B.21, BST., 

上 上述 例题 具有 一 般 性 ， 这 就 是 

定理 2.7.3 Bn AFM CHT, a 一 1)/2) 自 正 交 码 ， 
WI CLE (n, (n-F150/2) Ej, BH C-—C th», 

证 上 明 HACHE (n 12/2 t8 Bj. d C^ dn —(n — 15/7 
2=(# +1)/22 (jJ. BIC-E (n, (n--10/2) W, HA 
xix, CSC mH T C'HhEUIBERBJXTLIEE(S A, Sk hCCI, 
mE nop. NERCC.I DWG, Ct— COD, 《证 毕 》 

REM 2.7.4 称 (n, ME MICIEXESS. i u4uic-c- 

BA, HABEEB AT epli n AARE, HAca/2, 


由 CC Di Cn, n/2)5 Pha Hx. IAI ERS $6 2p. M 


of 


CJEHXPBEm, LERRET., Dist, C XEBOS ÍT 
pho HEC RR (n, n/2) BIEXEN Hob n JAM, | 

由 此 可 知 ， 例 2.7.1 中 的 一 元 (8, 4. 4) PÈRE 
Hf. mA 2.6.3 中 的 三 元 《#4，2，3) WHC, D 
是 三 元 自 对 偶 码 的 例子 。 因 此 


'1 0 —1 一 1 
c=| 
0 1 一 1 -—2 


1 1 1 Ù 
H ~= 
j 2 9 I 


AE CHEREE, B, RHA 
定理 ?2.7.4 RCE (n, n/2) BN fm. B UUA 
Æ WERE, WCL AA iE C E EE, 

证 上 明 EGS ULA CHERE pE, WEL—UC—AIYA CS 
一 至 核验 矩阵 ， 故 为 C ERA FE, CC, A EH - C- 
LTE CREE, CEE) 

ERRER KER AAN ARTE, 

当 了 为 臣 数 时 ， 二 元 (n, n/2) 髓 对 偶 码 总 是 存在 的 , H 
A 1138 G E ZR 

1100-090 0 
Q 0 1 1-0 0 0 2 
0 0 0 Q1 1 0 0 | 
0.00 090—909 0 1 1/^ 


出 以 G 为 生成 矩阵 的 〔(2，7 2) 码 是 和 月 正 变 码 ， 因 硬是 BS 
41515, 
XUP-GuBHe sU II. RAIE A in dA 


T4 du 
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三 元 (un, n/2) BJXHBIUTITEHS HUS ni4BBÁES. 

定义 2.7.5 PZ (n, n/2) PDA CI XI. A 
R40, *—9bli Sdt, | 

例 2.7.2 中 的 二 元 C8 4, 402 V EDAT C JROXX (S, 
因为 它 的 重量 分 布 为 AmA 1, wd1—14, T 002.7.3 中 的 二 
元 (7，3) BC, AR E'CBUEE d E4,1, A=7, fd 
它 不 征 目 对 俑 但 (CTWHIEBiESRD, m0. 

—NUS, RRA TSIEIR. XS (m. n/20 Udpizi BO 
iini) 88x Hop Amt. 

MG. jVIDDELBIPTGR EGER HAMBRE L3nd4de onda 
[p 

二 元 (24, 12) KZH C iB EuBEG-—ULZDBH, Hop 


| 
1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 a 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1] |] [ 1 3 
g= 1 1 1 1 i 1 
|E 1 1 1 1 NEN 
E 1 1 3 | 1 | 
1 j 1 1 1 1 1 
, 1 1 d 1 1 d 
BENE 1 0] 1 1 1 

Li 1 1 i 1 1 1 


Aj& 12x12 FPE ACRI EPI a P, WIA 12x12 Hb fr H 
EE. HAIR 2.7.2. CON ARM, Eid 4: 


[a] 
TE F oie reg iN 人 em UDOG LE] ma his SE p S NC E- 
TaxdliEC qux dae AD EDNAARIMVZPYS, Gl 
EM "zc HE Fu Fx. kj utor de^ Lp, cer — My. DX mmm 
出 nU 4).E. Aira HGRE. RRRA Ya. YÀ x PI 
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CERB, H"d-4:ms., PIEH, d—8. AGTEK 
AITARI, AAA PR G Cio 当 第 一 行 是 其 中 一 
行 上 时， 出 可 .ff 中 其 余 各 行 都 有 1 个 1 在 第 一 位 ， 有 5 个 1 在 其 余 
1 位 ， 故 立 池 可 得 和 的 重量 为 8，Qii) 当 第 一 行 不 在 其 内 时 , 对 
于 4 中 任意 两 行 a 各 a Sp olara G= 4， 因 时 和 的 重量 也 是 
8 。 其 次 考虑 GG 中 企 意 三 行 之 和 ， 它 的 重重 也 不 能 等 于 4。 假定 
AS, MWA Sly, 2C, doPydzibui12TSXS4.H 
w (y) =3, w (2)= 1, RE A= 4, Mei 38 2.7.4, G" 一 [一 
A3 — CA IE CUI AE BLAEME, Be oc 是 G' 申 的 一 行 。 BRO 
HARARET A Br. d&xg0HECPQED. Bn GR CERE. 
ITZE TE, AET E E DEA, BJ BERLTMNMIAIGD 
ERASI, WAPE TZERA 711, Zuge n fp 
中 任意 44 4o EB. pd crh51:B ETE 
z8. Hdg, 

aMRG ATA ITE RUA hCC. Pt, C'BESEISHR 
可 能 有 下 述 重 是 

0, $, 12, 186, 24 


Ho4o—4.—4, AmA AY 08ORRPMUEEZd E. R 
BIE E Ua TIER FS TREE US. 

三 元 (42, 8) RIH CIERRA ERI G-—UZ, ROPI 
为 6 XE RMI 406 x6. 


hi = h e e ë 
kE& å bà b B D EA 
hà b Ln lo e ona 
he nm c m D n 
E © Lr bL Lb rn 
O D D e rn 


kh u-2'7.1, CRH, BITE Gm AMAS, 


7 


ASULPIGEGGESM I&4]8)P ELAEE] ÉonAXESU5 RR E d 
TGk3iguik6. Hu, GUDUERPETIICMIBEOEDORART 3. rb) 
TÉXE Xx—(y, DEC, Hw(y)-2, wízj—1, WEC = 
L—A T) C-dDdiECÉEJAGEMPE, Mo JG m i fi. $5 
而 中 并 没有 重 其 锻 于 3 的 行 。 其 次 但 中 任意 三 行 之 和 的 重 最 
也 不 可 能 为 3 。 因 为 4 中 任 浊 两 行 之 各 的 各 最 为 4， 放 4 中 任 襄 
三 行 之 和 不 可 能 等 于 零 向 量 。 因 此 dd = 6., 

Ae A Sie EARMAGEREIBPOKGS. AXOGRESOGRBCIGEOGREE 
HER, SERIES EAE T 


第 三 曹 WERE AERAR 


$3.1. BL ESTEDLE HER 


xt— y WP3is401038jb. PR EHYDAe EE DB. Apri 
STREAT. 2JISGRCODAROKB BEA. XX— CERELROREISU ZG 
BASKI IHE, EZERRE YRA, fTE— Dung 
介绍 。 
我 们 先 人 失 数 论 中 的 一 些 概念 谈 起 。 
Ba 为 任 一 实数 ， 用 [a 表示 不 超过 a 的 最 天 整数 ， 例 好 ， 
(532—558, (Y 81—1, (—3.58]— — 4 
称 [9 ] 为 实数 aAA., BAA 
(aj a«-tal-c1 (3—1) 
定理 3.1.1 《 欧 几 里 德 除法 ) Eb ELSA, MAg o 
uf EJ n — 8i s p P PUDE V 
a =bg+r Osxr-«b (3-2) 
证 明 da —(oa/52, MEBER 3-1), 


PEES 


或 


er-c-bl-7-] moer«s, 并且 


[Edere 
DLfEucBIME— TE. BAS A 

a -—bg,tr, 0 reb 
RHA (8-2), 


fi 
0 blq tir 一 站 
RT, (r =r) kEbBIZXCG [Bx |T erib, IH ET =r 
内 而 =g Cut 

多 项 式 的 除法 性 质 与 整数 的 除法 性 质 是 完全 类 似 的 ， 平 行 于 
8 183.1.1, RUE, 

定理 3.1.2 (KULEEE) 设 b (x) JEF 多 nix. BU 
任意 多 项 式 ak4x) uf ELBNE— ut e 

a(Xx)e-b(x)q(x)orr(x) (3-3) 
其 中 deg? (%)<degb(x) mr(x)20 

deg / (X) RREI f Cx) 中 系数 不 等 于 等 前 最 eS CU 
BJUER. xl. XT RENS (4)—0, # E deg0 一 一 co。 

定义 3.1.1 tr a e, m0) RB] 整数， 我 们 称 
BÉ Ed] VE RR EIKER W ad, d ce, mn BRAR, aoig 
HERI UGIXADAEQJER FIGA (Gs da c. 82. WM JR (a, 
Ga c0, 0, = 01, WER a, d; c, 8.2 EARN, 

Xp EX. HHE M upml BARI ag, x2, alx), 
e, 00€) CENTEA ESTIA) Bm AB, EPA 
AzUnUAOEGDGEESOHEBAUS. BÀ (a5, ax), 
(G4 X )). 

LEGE EP EI) X NX Ea uz, nn 
cg (X) JRR dos 0。 i Art ge, ETARA 
4 HAAUi3-—i£3 zx. HEIRE SHA Uk 项 的 系数 ) 
为 imei. 

A AR Ca (X), qx), c, GaC) — 1, V] R ze UA 
G; (X), aX), cc, a(x) HE SERE 

KE ATELE R 2525 Som PRANAN RAR, Eara PH X 
PHABLETI RLE QE D. i IUBE. 

定理 3.1.3 (XUL B RETEMD Aasma rax) Wrc) 
其 中 degr,;&dezgr.,, MAET EJLER me fx PU Ei 


UI ( ^ ) iix) ( X Jr CX Jy degr, esr, 


/ 3 
rx )—qix)rnr(x)t4riXx), degr, deg"; 


Tia =g x ri (*)-EriCX 2, degr degr- 

rax )mquux)nix) 
Ti, nCx)—(ra0x), nCx)) 

证 明 因为 六 xz ) REER rC), ERE BR rl) 因 
WES ER ra (X) dr. CX), Hir; (x) 是 fo CX) dir. E 
的 公国 式 。 今 设 捕 (2) 整除 rm (x) Miral), WM Aix) 
EE parC), rax), 人 (因此 mx 一 (rofx )， 
ra(xX)), 《证 毕 ， 


3t-—3ip. RENEA 
定理 3.1.4 hs DW ra (xXx) Alr C), HY deg, 
degr- H (ra Cx), ro (CX) — h CX 2, 于是， 存在 多 项 式 
AC) WBCS), f 
ACX)ra(X )-- BC )r (x )— h Cx) (3-4) 
其 中 deg degra,. deg B «degr., 
证 明 我 们 定义 凶 项 式 A1 (x) MA (x) WTF: 
A (Cx)= 0 ACx)=—1 
BCX)= 1, B(x)=0 
当 i 1w, 
| 


BiCx )eqiC B(x )- Big x) 
(XS (3-50 FREGEN, FARELER, RIA 


Lab ul MM esl q; X) | 
BCz) Bu] Ba) Pstx) 1 o, 


(3-5) 
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比 站 ， 由 欧 几 里 德 算 法 ， 


Ür;.( X) ui 1 | 
四 l j| AED. 
Mn | un d | 
rj. (X) j 1 t rat x) 
ULALE? JV dU 
| 1 0 1 Ji r;( x) 


j aCx)] nd J uni di d 
SG) - 0 1 o] 1 3 rx) 


[A ico T an 


B(x) Bad rtx) ] 
HA, x G-6) BHREIS 1 BE, ms (3- 从 和 
X (3-7) 得 


E [ Bic) T rax) | 
—(-—1» 

us TAA A; x) rx) 
DESEE 


r(x)e—-1)C—BiCxoraoCx) t obCx n 0x2). — C978) 
EEI 2). NA RNA 


dog. d; = y degqa 
FE= 1 


. .1 
degt. = degr. — Y deg Gs 


ER -1 


Nu. 


dez. ¡= deg. — dez; < degr. 
HT degr Cder S degr p if DUUM. 
daz ig P < gd. der 
Cur 87 


"E 


4m gu, ATE ARE A AR S 
定理 3.1.5 ERR, b, RA, B, {Ë 
aA+Hb5= Ca, b) 
$18.1.1! cK- 26 $8 X, (PE Xx HRHGPF (2) 的 多 项 式 ) 
raox ) —x*- Ex Tr x-a-155r,(x)ex rLx--x-—11)33&-^ 
P1 
HEX DOS TE 
xXx" ox qq» — xoxo 4-10 xbox -Rox B1) G9 a) 
x^"-px'4- x-Bidcxx-m-x)crÓx-1) 
x"Hx—x(x4l1)j 
Bl, r(x)-— x+ 1 = xn at t, x nBv4pmgxr-1) 
EAR, SEND 
A txX)=0, dj(x)—1 
A(X)=qg(x)=w x1 
Ax)-g(x)gq,x)o T= 二 1 
BCX)=1, B(x)=0 
BCX}= 1, BACX)qu(x)—x 
Bd, xS (3-0 告诉 我 们 
XX 十 NX x-d-15-cTG-crx*-qx-1) 
(xX 二 xX 十 xX 十 1) 二 x 十 1 
并 旦 的 确 有 
deg X «deg (x? Hx tH x + 123)«deg(x" Tx -x+1) 
作为 欧 玫 里 德 等 法 的 直接 应 用 ， 下 区 我 们 介绍 塘 大 公约 数 的 
ai FORSE. 
Sao RATS 
alé (aCx)lb Cx)) 
AUmGT XO (a(x) XEEEDCX)) DHAS 
orth (at(xodcpbix)) 
oR a ARERO S (ax) A^S8SERERO CX 
Ü 


" 
y 
SEEES.1.8 (1) qérle, rjb, Wiri(a, b). 
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(2) 设 加 为 任意 正 整 数 ， 则 


|. (am, bm)=m(a, b) (3-9) 

(3) irafbAspE., Un 
(一 ， 2-)=- (a, b) (3-10) 

特 其 

q b 

(ca, b» (a, p) 1 (710 
(4) € (a, b)=1, Bi 

(ac, b)-(e, b) (3-12) 


WEB] (1) 由 定理 3.1.5 即 得 。 

(2) 因为 (a, b)—.4a-- Bb 
进而 有 | 

m(a, b)-.4ma-- Bmb 
因此 
(am, bm)|m(a, b) 
ARE, HT (s, b)la, Amla, b)lam, 
HEE, ma, b)lbm, Et, m (1) 得 
m(a, bJ en, bm) 
注意 到 两 个 互相 整除 的 正 整 将 一 定 相 等 ， 改 式 (3-9) mir, 
(3) BH (2) 得 
s e(r, eee s e) 
些 即 式 (3-100 , ir —(a, b), BAA (3-310 。 

C4) BIS (ae, b)|ae, (oc, b)|be, wi (1) f (ac, 
b)|(ac, bc), ih (2) $8, (ae, bc)— c (a, b)-c, Bit, 
(oc, b)|c. BR, (ac, b)lb, KEA (1) 得 

Cac, b)j(e, b) 
53 HE. H Ce, b)lae, (c, blb, 根据 (1) 得 
(c, b)i(ae b) 
Eje. X (3-12) 成立。 | | 《证 毕 》 
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HTE, EAA R Se a, sedqxuisE e E 
HJ. 

定义 3.1.2 da, bAT, PEAB RT dE a 54 
Es, MEMA a, b A-Aa, EPE RAEO RAE 
RRE R, BA Ca, bl, 

定理 3.1.7 &=(a, bCa, b) (3-13) 

证 明 EM =aka, bAa SAR, d -= a 
D R Ap (a, 6) d, a —ad, b bd, "" 


Gk adh ak 


^b bd b 
BR (3-11), (a, 50 1, PER, blka 
R3 E. Biogas, 期 出 式 (3-125 Hi 
b= (oR, b CR, 6) 
这 表明 5, À. dk =b, M 
b ab 


M —-ak-abi-a uo tmd (3-14) 
, EGEE (3-10) Gr Eb a Mo 的 公信 数 。 器 
it. t. (3-14) Hina Ep HA iE SX BJ— REZeIRIA, 


WRERM 411, BE GS. 《证 毕 》 

推论 3.1.7.1 W EEIE RE PRAHE 最 小 公 倍 
Pr BS f AC. 

EH gA (3-130 WA (3-314) 得 

Mía, bli 
rm 

XT ESGEMPBE,., REEDA i Wi ERRERA SRA 
f. Sed PB NP 

PUE dera io s XENON RES BC EBESES 

UERPDONACEAPEDESCE pioka Hp, PORET E E 
HENE iid 和 


EPER EAG 


"i 9 
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313.11 1d 57g. di plab, m 
pla nib, 
TA diPda, W C2, a2—1. HpEXS.1.5, FER 
SEM, N, [E 


M p--4a— 1 
TE. 
Mrtb--Nab— B 
EPa niIM po, p'Nob, ik bb. Gir 
引 理 3.1.2 Br, a5 (EX XC. TE, plau HUS 
户 一 9。 
证 明 若 靖 19， 风 网 & 除 1 及 8 外 不 再 有 任何 其 它 约 数 , 故 
Pd, 
友之， 车 户 二 9， 显然 有 P14，。 Cur ER, 


定理 3.1.8 任何 大 于 1 RRAN Tini E293 ET LR 
JP EDEECPGPGNPBAUTOEGDER. HAP A BEGTOEUEC AU. 

注 肯 ”我 们 先 作 一 个 声明 ; 今后 凡 提 及 芍 约 数 ， 均 指 止 
约 数 。 

设 5 是 NN 的 大 于 1 人 的 最 小 约 数 ， 则 显然 DP RA BN S 
pa, HNQ—1. WORE. N91, ME aN UR 
AGER. MN 一 DN.S AER HT 

N >N DSN 1 
JEZRAEOPREXEIXIVGX. wbi N.= 1 mel, FE 
N =p N=— piba N a= = pp DaN a= Pi Pa Pa 
现在 证 明 分 解 的 唯一 性 。 假 如 另 有 六 的 素 因 于 分 解 式 
N =Q g 

则 有 

Pi Pytt Paa gigat qe (3-15) 
HF Alpe De M bjqqgesg W A S] 3.1.1, fao 3 
qa Uu. g Zo. AI Alge NURSER3.1.2, ASQ. HA 
(3-15) WAARA 5.—q, WE 


(9 


P.ubD—ge, 


从 此 类 推 。 景 后 ， 等 式 的 一 过 ， 俩 训 生 边 ， 约 一 了 所 有 的 关子 。 
此 时 右边 的 内 子 也 应 该 被 全 部 约 掉 。 癌 不然， 由 寿 
1 =g 
EH, quae 1， 帮工 述 等 式 不 能 成 立 。 GEB» 
企 上 述 定 理 中 ， 所 得 到 的 豆 因 子 分 解 中 ， 将 相同 的 素 四 子 集 
中 起 来 ， 并 挡 索 因子 由 四 到 大 的 次 池 非 列 ， 即 得 
N= pb het (3-18) 
其 中 Papler 060250171, 0. RB) 
称 式 (3-16) JEAN BUS T ELS, 
利用 整数 的 你 淮 分 解 式 ， 曙 天 最 大 公约 获 秋 最 小 公信 数 。 
例 3.1.2 求 (150, 42) L159, 42), 
HT 
150 =21-31-57= 21.31.57. 7? 
42-2.3!.7! 2 2!.3!.59. 7! 
因此 
(150, 42) 22'-3'.5?- 7? — 6 
(150, 42] 22. 3!'. 5? 7? — 1050 
Hu 
150 x 42—6300— (150, 420[150, 42) 
= 6 x1050 
在 多 项 式 理论 中 ， 与 整数 论 中 表 数 的 概念 相 平 行 的 是 所 谓 既 
£j XE. 
定义 3.1.3 WE f (x) WNVEEUKTCENEBmX.IGXfO) 
除 常数 及 常数 与 F (x) 的 乘积 外 别 无 其 它 因 式 ， 则 称 f Cx 
(在 所 讨论 的 范围 内 的 ) 既 约 和 多项式。 
iX xev 与 所 讨论 的 范围 有 密切 关系 。 例如 
f (x)-x'c-1 
rao up IEEE UNIES TENE ERSE HE 


éd 
A A U AA E DER EMN Ta AAB A 
F(X) 人 


Hi X uU, SAA fo(x) (deaf 0) RH £ 项 式 当 
且 仅 当 了 了 (x) TREOPERCORN TA Shia T degs igini, 

-PERKE RS AAE E ik GU Se 
项 式 。 

关 似 于 引 理 3.1.1, 8.1.2 和 定理 3.1.3， 对 于 既 药 多 项 式 也 
A TEER S EST RERE, 

引 理 3.1.3 ES (x) WMHS A, gx), gx) 为 
TASHA., TE, F (x2iniCx) gx), Uf xoigCx) 
gm f 0xMgCx). 

WA  2SÓBUPSDRES.1.1. KE, 

可 理 3.1.4 Uf x0, g(x) JAMAS- EASI. F 
R, fix)g(x2)^ dip Fix) gex), 

证 明 GfOxO'gCxXx), WjgCx)-cfC x), Ab 9x) 
KRASA dich. JAFE) Mgl) WNES 
Nic, He o— 1. But f(x)—-9(x), 

Rim, HfOx)—SC(x), BRAF), 

CHEFE) 

定理 3.1.9 ERË — SMAS 0x) 恒 可 分 解 为 既 约 多 项 式 
之 乘积 落 不 计 庄 因 式 之 次 学 凡 这 和 宰 分 和解 还 是 唯一 的 。 

证 明 Pf (NONB6GSym m. ME iem E TW Cx) 
np UL 4 fe EIE EBGSAURM. AULRE Dd B) OEC nf 
能 无 止境 地 低下 去 ， 记 以 最 后 一 定 可 将 (x) 分 解 为 WEE 
EARLE. 

AH KR. ISF. i.d, RERS. 1. Se 证 E, «f DA 
£c 2S 0L 3 E HH T EE TE E, GER 

(E ERR ups e mpXV ERR. XB ERGEZ [A X 
WP, BEE NEJ AE jh AEE 
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f (x)opYx)piSCx)-- piso) 


(3-17) 
€:50, =l, 2, v, Rh 
f (x)-oc,pt(x)pt(x): pais) 

(3-18) 


€; 70. i1—1, 23, ^. Rh 

其 中 6 是 了 (x) 的 普 项 系 

定理 3.1.9 的 一 个 重要 推论 是 

定理 3.1.10 d 次 多 项 式 的 一 次 因 式 不 可 能 多 于 d 个 。 

证 明 UOS) Ad 次 多 项 式 ， 且 有 d 十 1 个 一 次 因 式 , 则 
由 定理 3.1.9， 得 

f(x)o(x-ka)(x baj:-x rau) h Cx) 

其 中 (x) RRURBEEMPBDAXGHUGTSR, fH piBfRXXRiAR 之 RAE 
少 为 d 十 1 ， 故 产生 涵 秆 。 因 此 定理 得 证 , 《证 毕 ， 

定理 3.1.11 让 (E) 一 0【《〈 即 上 为 了 (xy 的 一 个 根 ) 当 且 
w4 (x -— £8) f(x), 

证 明  HIXKULHOEEERI, f 0x) 可 写 为 

f(x)—-(óx—£éD2a(Cx)-cr 

其 中 ?7 为 常数 。 因 此 ， f (525 0MBHÍXMMr-—-0: mix 


—&)f(x)», 《证 毕 > 
为 完整 起 见 ， 我 们 再 引入 两 个 定理 ， JI CHOR SUR 
念 后 商 将 详细 讨论 。 


定理 3.1.12 WE f(x) ERF tibdiEÉxX, mix) 
Tk F B FEED" 1 EE AGES d AM. 
证 明 设 f(x) 有 和 多 于 d 个 根 ， 刚 由 定理 3.1.11，f(%*) 
有 多 于 dd 个 一 次 因 式 ， 此 与 定理 3.1.10 了 矛盾 。 《证 毕 > 
诊所 周知 ， 对 于 任意 域 尺 上 上 的 和 多项式 
H (x ) ex" 4-6, E TEE 
对 了 C(x) RF, 
PFOx)&noxU' WEn—1)e4x"*4 .+ 
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有 关 导 数 的 四则 运 租 公式 在 注 里 仍然 活用 。 

如 果 g xWfOxO, 但 gx) 十 fCx)， 则 称 9(x) 为 
f(x) mphkuÀmnx. 

定理 3.1.13 BRF KeA mo x) 是 f(x) 的 天 
Ha Mo x) qe fx) 8g k—3 EX. 

证 明 (i 

f(x)~—p (x)g!x) 

HuBPOxO 90x), Fd 

f'Uox)-mp'(x)kp(x)5(x)4 b(x)g' (x)) 
PLR S uE HR 

PB(x)XRP(x)S(x) 

BEDS, WA (P(x), g(x))=1, RIE 

pPix)=(P(x}, kp'(x)g(x)) 

=( P(x), kp'(x)) 
因此 ， PCXOIP'CXO. HTF deg? «deg P, REAN 能 的 。 
(EHE) 

Zkt bemHPBIESPOROÓBGB. c abBu 3838 s EY p Que x 
侍 平行 的 。 儿 项 式 — Bre deque MpNCTGEGEv. MEFA 
SEYkAEYIXIDECNOWDIRCYUECEDGRERBI, RER T E M £54 
To EAEN E ke 


$3.2. 和 群 和 有 限 群 


群 呈 一 入 基 下 要 的 具有 一 种 代数 运算 的 集合 。 

定义 8.2.1 设 GG 是 一 个 非 空 集合 ， 其 中 定义 了 一 种 代数 运 
Ht, PRATHER, 

(1) (封闭 性 ) dpa, bEG, Wah EEGs; 

(2) (HE xa, b. ccG, Wi 

gG-(b-c)—(a-b):c 

(3) Gh (22) 存在 一 个 《 左 ) mz e, $ 得 对 一 

ia EG, [T 


$3 


由 -人 
(4) XE Gp ERR a, (BD) 存在 一 个 E) dd c6 X 
G', EQ 
Ti a= 


MCG 《在 所 指定 的 代数 运算 之 下 ) EAE. 
今后 ， 在 不 至 引起 混淆 的 场合 ， 我 们 常 妈 群 中 的 代数 运算 从 
oU." ARTI, Mia- b GRO 
HRA T xbBu epe. 
tij. MEXE LEH. Ted GGGXEGm BqunisX cU, 
BaCcG,wH (2), (320 R 4) 得 
dlagazeri—a! 
FEX R a 的 一 个 左 道 元 素 ， 岂 有 
edd = g 
因此 
| ad bg 
其 了 次 ， 可 外 证 明 在 单位 元 素 同时 也 是 右 单 这 元 素 。 
由 《2) 及 《4) 得 
ge = & (o'a) = (ao) a 
B ase, 
FTL ae=ga= g 
XE-—vV MH. PErrEERE-— H, 
We WEGE WE 
€ 一 CE =e" 
EHAR ELTERN. EREE 5. 
ib dE oU Cx. M 
gq'-—gle-—a!(ab)-—(a^a»)p 
-—gb-—b 
REIR, RPTGDB CA DEXDHGGXR JRQURGA. 
dicm du EIBXE—GCPEDEJY ERIR E-t Dn. Sjn e 


AEG PEJE Hba 表示 群生 uon c ANR 
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最 后 ， 从 等 式 


ad =g 
FETA e ddnlh oa Wisisniz, Bü 
(a7) =a 
到 时 ， 不 难得 由 
(ab) l= btan? 
nu p, 
(bla) (ab) b (aa) h —bteb—bib—e 

定义 3.2.2 旭 果 在 群 G 中 定 六 的 代数 运 下 满足 区 181, BH 

XI Gc. bcG, RUN 
ab —ba 
则 称 G 汐 交 挽 群 ， 或 阿 贝 尔 (AbeD B, : 

例 8.2.1 中 有 实数 的 集 人 台 在 普通 加 法 运算 之 下 多 成 阿 风 尔 
群 。 此 处 ， 相 当 于 单条 元 素 是 0 PALA a HRe, 

除 零 以 外 的 全 笨 实 数 在 道 常 乘法 运算 之 下 也 构成 阿 内 尔 群 。 
此 处 ， 单 位 元 嵌 是 1 ， 任 意 实数 a A 0 gx Ra. 

MEAE, MRAR 0 的 集合 在 通常 加 法 运算 之 下 构成 阿 风 尔 
ER. BE KTERE CIHR HUA AR4R—4- 
不 等 于 1 RL RA EE MR., 

例 3.2,2 ZERRA n X n EUSEB 的 3S 
TARIE TLTOGEBINMÁIRSE. AAEM E a Bons m 
(E. tAE Mna ERNA E EAE a RH RR E E 
HJI y D 

$13.2.? 平 而 上 围绕 一 个 固定 点 的 一 切 旋 转 的 集合 也 构成 
ZR. ik Pme 36X. Wgk-c 8 B). VA 
&c a E PRAE SOM IEIR c BHEE P. ME. p 
仍 是 -一 个 旋转 。 设 广 为 平面 上 全 这 ox, pO 表示 经 过 旋 灶 48 局 
所 得 到 的 点 。 入 合 率 显然 成 走 ， 央 为 
patpv) — (pa (pr) — (pa) B) v 
P (aB) Y —CP(af)) Y —-(Opom BOY 


Bn | 

a (fiv) — (aff) v 
旋转 铬 的 单位 元 素 是 旋转 们 度 为 0 的 旋转 。 对 于 任意 转角 为 2 
的 旋转 ， 其 复元 柬 为 转角 是 一 & met. 

ERPE UGT EER A. H AE aMi 
WR, EHAR AAA MERRER S M 
kT BRODESIRERO CYMAR eM E, dug 1. X 
[Lx oCM, EE 


ai= aq 
设 3 IERM — AE, MWEE 57 是 具有 下 述 性 质 的 
变换 

一 了 


mA, YrSdyRacHMdbCcM, WS dE5dXdoNa., EPHE 
率 ， 侣 像 旋转 群 中 一 样 地 证 明 。 

MER AM = {ae d. e, a Æe n P 263E 组 成 的 有 
4 集合 ， 则 WA 上 网 变换 称 为 置换 。 集 合 W 上 全 传 变 换 (置换 ) 的 
集合 启 构 成 的 群 称 为 n KERR, A Sn 集合 MM 的 一 部 分 置 
iR HIT B IPAE PROS EL IR DE, 

M ERI fan] EJ IS v 


或 进一步 简写 为 
, t] 
dao d.d, 
fi, AGIBUPT3GINUER 


1 2 3 /1 2 3 
5, , sa| 
J 3 3 a 1 3 


因为 
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15,— 5, 25,— 1, 35,54 


1 23 3 1 23 3 
VENE + ss-[ 


2 3 1 .3 1 2 
HIA, S,5,9 5,5,.. XXE HB. EMAD EEN 尔 群 。 因 此 ， 
襟 换 群 不 一 定 是 阿 贝 尔 太 。 但 是 不 难看 出 ， 施 转 群 是 阿 贝 尔 群 * 
下 面 ， 我 们 讨论 群 的 为 一 各 定义 。 设 性 质 (5) 为 
tra, bcc, MWA 
ax= þh va-—hb 


Pr EA 


EG p EUR IR. 
定理 3.2.1 dE Gie3EgRSBEfy. Mim C1. (2), C3), 
C4) A C12), C2», C5) 等 价 。 
证 明 d C10, C2), C30, CAO 成 立 ， 风 以 x =a b A 
入 方程 4x 一 了 得 
a (a lb)-—(an) b —eb- f 
FIERE, 6a ”是 方程 ya— b 的 解 。 
hl. 设 (1) (2) (5) fot. RCCG, B REGE 
yet oe HAWA e, Hiec co WME ub BB oe BpOM COnt m 
WER. BEE, XpfEXXaC€G,. wH fox—aikGpm 解 为 
Xx, 即 cx 一 9。 于 是 ， 
eü— e (cxQ)—(ec)x,-cx,— a 
Aix, di (50, WTR a GCG, NPE 
xo = g 
um. BAHAET, Cut te? 
A6, RIRA aA RATEN EN., 
EX3.23 设 G 是 一 个 非 空 集合 ， 如 果 各 且 锭 性 质 CI. 
c2) 和 (5)， 则 称 避 是 一 个 群 。 
定理 3.2.2 RGE MERHER 
(62) GER) (i) (Eax—ax', Mx =x"; Gi) 设 ya = 
y d, HY =y, 
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证 明 Ci) XYEax-ax''BE A Ra, Bx x'. Gu 
问 理 可 证 。 CER? 

这 一 定理 说 明 ， 方程 ax-- b 和 va-— b 在 群 G 中 的 解 是 唯一 
By. B, xi AEG, Hax b, gx, b, Wax,—ax, W] 
,Xl 一 区 as 

定义 3.2.4 元 素 个 数 有 限 的 群 称 为 有 限 群 。 元 素 的 个 数 P 
为 该 有 限 群 的 酚 。 

定理 3.2.3 RCAF ZARRA, WEE (10, C2), 
(3), C4) TIL C12, C25, C60 Fii: 

证 明 ECHR (C), C2), C8), C4), WGRCS BRE, 
由 定理 3.2.2， 合 必 遂 合 【〔【6)。 

BRI. d (10, C20, (60 成 了 并。 我 们 只 需 证 明 (5) 也 
KE, da, bec, HE 

G = 4d Co 6, 9,4 
ze G' (GG, Oly e, ada, 
H (1), CSC., ERG GG 之 问 建 立 对 应 
GO {= l], 2, t, m 
E (6), ?4 i - 7 Hf, ar Aaa, Alt, CEH Y EGS G E 
B — Rii (HE. ARREA SRR TERA 
TE, G-—G', Alk, VERTU EG, faas b, yE 
ax b EGPAAR., PATH, FE ya b BEG HUR RE. 
ena» 

和 注意， 了 上述 定理 对 无 限 集合 并 不 成 立 。 例 如 全 体 非 零 整 数 的 
焦 合 ， 关 于 乘法 虽然 满足 (1) C27. 《6)， 但 并 不 构成 群 。 

有 限 群 则 不 同 。 我 们 有 ， 非 空 有 限 集 含 避 为 有 限 群 妾 县 仅 当 
C EER (1), (2), (8), 

wa e T T S EWEA RE AE, ded bp D 


CET UL ETHER. 


5|[3.2.4 BR, CF (2) SPIER E A R m MAR 
SR. JH, GF (2) ER n EE g H Fa t n DEL 2 的 在 限 


$8 


PINA EVR REFAN, WZ (n, k) 码 ， 则 构成 
Wr 2^ 的 有 限 阿 只 尔 群 。 
测 3.2.5 Sen, WEA EROS, IRAE n Po EHE A (不 
允许 重复 ) KAn, 个 ， 每 一 个 排列 刚好 相当 于 一 个 ”次 党 换 。 
下 面 ， 我 们 阐述 一 种 有 用 的 观点 。 因 为 方 各 
ax= b | 
AED ME Heb an, XRETRIDANLE NW ao “ 相 除 之 商 ”， 
PHRAS. Diiupbih. PHLANA TEHRAN 


ZR. gE- R. gy pRE ETAPAH, EE 
T hia T 52E  —£5 23 BEI. 

HR REE I RR, A AER OPE ARA a A 记 或 如 
&. EEA iR eE, NAESER 0 一 样 的 特性 ， 对 于 
dfxtacG, dHdac-0-a, KREE o € GI] 3s 75 3x ME 
一 40， 满 是 4 十 (一 4) 二 0。 同时 我 们 常 第 把 4 十 (一 6) 记 作 
a 一 ， 这 就 是 加 法 道 运算 一 一 减法 。 

lih. $f- BOGE ERU] HR AE —389 48 28 8f, 

定义 3.2.5 qtd mo b EELSI—1E SS Xi m A F3] 的 你 
E y nt 


a =a m+ Tr, b-bm-tr, Kram 


则 称 a HbR an mb. 107g 
up (modm) 

例如 ，25==1 (mod8), 16=— 5 (mod 7 ) 

由 定义 显然 可 见 

a 三 6 (modm) 4AM a — b =mi (mita —5)), 

根据 辣 余 的 颖 念 ， 我 们 可 以 把 全 体 整 数 如 以 分 人 类。 我 们 用 日 
然 数 对 去 除 全 体 整 数 ， 将 余 茹 为 了 的 整数 算 作 一 类 。 这 一 类 中 的 
E ER] ATRA 

gd GT 十 六 Sram 


WEA. 59 WA pus XE], dEdwlG ry ux CAR uun d€* 
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TARR, 
Al. RITEAR RGR m amme: 
0, Is 2, cc, m—] 
ob Ag a d Hem M AR, RA E dep HR AP 
Bex pv (e. WPRXXGEEJUZSHJ4DEZSHR m ATRAER, 
利 余 类 中 的 任意 整数 都 称 作 该 剩余 类 的 -个 彰 余 。 晋 余 类 r 
"e S Z 
g =gm +r, Sram 
对 应 于 9 = 0 ANEA r. HE, ur SS rc 的 非 负 最 小 剩 
$R | | 
BUE TAR EEE E. 
定理 8.2.4 a=b, (modm), a =0, (mod m), Bj 
(1) a -be =b, +0, (modm ) 
(2) a — a=b — b, (modm) 
(3) a -a=b b, (modm) 
证 明 ”由 定义 可 直接 推出 。 
设 7， 了 是 模 rm 的 两 个 剩余 类 。 我 们 定义 整数 i 十 /所 代表 


= 一 一 一 一 一 


由 定理 3.2.4 可知 ， 邵 此 定义 的 类 让 十 了 并 不 因 从 类 了 和 类 了 中 
所 到 之 代表 而 疏 恋 ， 它 仅 与 类 1 及 类 了 本身 有 关 。 同 样 可 定义 类 
1 与 类 了 之 乘积 为 1 /所 代表 的 类 好 ， 记 为 
iji 
4E 83.2.5 Bim 4425 RTH a TLEI 
成 mm 阶 阿 贝尔 群 。 
证 明 ” 显然， 剩余 类 加 法 满足 结合 律 
GHD HESI +G 
及 交换 律 
itj-i-i 
其 次 ”5 蚌 亚 余 类 的 加 法 单 们 元素， 并且 任意 类 : pM 法 逆 元 素 
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Ad-—i-m—i, 《证 毕 》 

下 年 的 定理 是 很 有 用 的 ， 今 后 我 们 会 多 次 用 到 。 

5:382.2.6  jaec-oe(mod5:5, H. (6, m)-1, W 

a = b (mod? 
证 明 出 假设 mi(a—b)c.líB(c, mj=1, WA 
m-—(m,(a-—b)o)-í(m, a—b), 

Bl mita — 5), ena 

Xx — E PRU NH, dEpBIZRGAX PRO RLELISZI GB EREA 29 XC. 
M 3e AESRGRIAXEOCEEJR HE, XX 4E bu] SU px, P EER. 

定理 3.2.7 ita, p, CHE mi —-TOGIAROS.Q XR (0,m)— 
i, Wha csp 6 dia. 

受 这 一 定理 的 启发， 我 们 可 以 尝试 在 模 和 部 的 全体 番 余 类 市 找 
ll SE EE NEST 

引 理 3.2.1 EB mI IE ARIS, WAPA E 5 nvBd8 
IR] P5 EC, 28 29 A 

证 明 设 上 为 模 严 前 任意 一 个 剩余 类 ， 且 设 ol，cEr。 于 是 
ü,;z-üg(modmO, BHla,—a,-mi, 因此 (a, m)-(a, mo, rh 
(a, m)|a, (a, mym (o, m)la, JA Mjn molta, m), 
FIE, (m, mji m), Cu He» 

En AEZH, RxfirEfO (nog W5n5X HoXTn 
的 正 整 数 的 个 数 ， 邵 

p(n) Akalan, (a, #)= 1}| 

fld, Sm 6 时 ， 只 有 1 和 5 是 小 于 6 上 且 与 6 孔 素 的 正 整 数 。 
因此 P99 (6)= 2, XTRA Ui exp WS. 

定理 $4.2.8 Emp ARK A5 mHE E e 
XT 384 SSETACHAge € (00) EA RE RAF. 

证 明 a, Ekim pAn ERIRE, mT 

(ab, m)=(b, m)—1 

Ha- p= mc pxXDSAGE. PEB AER 洪 足 。 

其 次 , ER a ERRER E deve AE 88 4 a 
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莉 余 类 I 属于 这 个 集合 {因为 Ci. m=1), HARE 位 元 
X. HUBER. H (a, m)= 1i, FERRA, M, 
" | 
Aa 4- M 1 1 
BRERA S B 
ASE 1 (mod ) 
E 
6 一 二 -5 一 
THASIHEUM (a, m)=1, E (4, m)=1., WAGES 
理 3.2.1 的 证 明 ) 
(Aa, m)-—í(m, 1) 
Pi 以 
(da, m)-—(4, m)-—1 
从 而 6 =A, Cub 


$3.8. J H 群 

WIISRGHESTSE. UÀBIDXTGCBSDESXE[GETN 
BHRI WRH AEGA- T 

T mg s HR HE ET S IET RERIAR fr. 

定理 3.3.1 和 群 G 的 非 空子 集 过 构成 和 群 当 耳 仅 当 

(1) diaccH, b EH, Babe H 

(2) 车 5 CH, Wa cH 

证 明 必要 性 显然 ， 只 证 充分 狂 。 群 定义 中 的 条 件 (1)， 
(2), (4) BRAWE., 因为 

ag | e GH 

所 以 《3) 也 成 立 。 《证 毕 》 

^a GIIIÉGEBEBHEEUIEDCT BL ME B8 3.3.1cB BY JR PB 
(2) 也 是 多 余 的 。 因 为 ， 些 时 可 订 条 件 (6) RECOM), 
m (4) XHEGESE HAWAR., Dk, tF C15,(2) 
dl C6) GAMY. BEE, RIS 


4EMES.8.2  SECHJSESUH IR T 88 0 EJ pH RT BT EL A 

fa, b CH. Habel, 

S128 3.3.17 B B3 BRI 26 0o] UL 3023 28 UT. 

i2383.3.8 SEG IPIE T S ETEGRIBIXM 

Ea, BH, Hab EF, 

证 明 GEERS, HERNIE. HSRbaccH. 4 ba, Wü 
e —aa CH, Hw, decH, acH, $a'-ea'c ll, R 
la. Ha, b EHAE cH) itat) -abcH, ik, 
FI 3&j We dx, Gri 

不 面 ， 我 们 介绍 对 编码 理论 -分 重要 的 一 类 群 一 -循环 群 。 

定义 3.3.1 4H 70 9 RCBCRETA ELE EEG $R29 18 3 群 ， 该 元 
3 9 PETAI G H EMIT 

注意 到 

gy =g =g g" 

Ae FLIA E H E R N REF, 

13.3.1 BE EE ERI n XUL 


2 一 1 一 1 
如 所 问 知 ， 它 在 复数 域 上 的 全 部 根 【〈 称 作 关 次 单位 根 ) URGE 
zkr; 
U,—-íie" , k—-0,1, -—, 8—1), là, U, 构成 群 。 令 
2c 


e—e ， 则 是 以 z 为 生成 元 的 4 阶 有 限 循环 群 。 以 后 我 
们 将 看 到 ， 具 票 《n，s )= 1， 则 5 也 是 U, 的 生成 元 ， 
例 3.3,2 刘 数 染 合 关于 加 法 返工 所 构成 的 群 是 以 1 为 生成 
元 的 无 限 循环 群 。 在 加 法 群 中 ， 对 应 于 or 的 是 
Ha 二 4 十 十 :十 9 


oa 
对 应 于 a 的 是 | 
-24—(— 0) 二 (一 a) t (7 a) 


Q — r — = ——— Mm intimi 


"^ 
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Xfi Fobie n, EMANARE PAMA. 

3üXEg8 113-3 AIEEE Y io 

Pa AEG PR— AE Ewa HPBEGDH PP UL. 

(1) e BERRA ics DL a E GLES T8 2 
f 

(egt, a7, g'- e, a, a s) 

AE B UR ERR. 

(22 FERR i >j, r=, TE 

g! == € s 1—3 10 
这 表明 存 在 正 整 数 i — P, da — e. RIRE 
a"=— e 

HEDE” A JUNGE ERO 中 ,这 种 止 整数 不 下 在 ， 
Jtt fk ARMATE 

agnum. Ut 

a e, al, g, +, g^! (3-19) 
HARI. NR 
ms, xi ixln—l 
DELE 
ai= ge 
HE, O«i—j«u—1, b5 a d n BOR eoE IR. NS 
进一步 ， 我 们 新 定 在 这 种 情况 下 ，a B]— 83 AMJUq mde 7 
(3-19) zB, o e BEIC. map pm» 
m =gh rr, STN 
因为 =， 所 以 下 
a” — q"?** d=" 

Bouoesr«n, Brio"—a 作 在 序列 (3-19) 之 中 。 

D LEDXPE. TYR HR Ma 

定理 3.3.4 Xi G S Eoo o Eel HUE TB SRTGES © 
Rcuq 3f. Ani a HG UrponcR, M a "EEG iut. iE 
4 是 4 阶 元 率 ， 则 a 生成 4 MIRRE 
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TE. RMH TEFA mL 
定理 8.3.5 dta Xn Bruns. H 
a"— e XE onim 
IEB mw 本 以 号 成 
m =g +r, SK ran 
ia -—e6, W 
g^" — aat (ag ua e 
MAd nin, r0. Fvnim, 
Bc. gnim, Mm =gn, Jua” — a” -= (a°) = e , EH) 
E3.3.68 Wa uynEpEX. b Ami H Cn, m) 
=], Jiabgmnbr as. 
证 明 BAPTA ERI SIL PASS TA 
(ab)"? = (ab) (ab; --- (a0) = a" b^" 


= 


ntn 

= (a) (5"* »- e"g^ e 
设 听 之 阶 为 ， 风 由 定理 3.3.5， Riu. 

反之 ， 山 (b= ei, dsb, ibat -6tUt—(t-e, 

因此 8 mk, HA (n, mo)- 13, UH 

^en, mh)-(n, k) 
Brnik, WM, RPA b= e, QWml|A. XXE BE km, m 
的 一 个 公 倍数 。 但 因 (m, n)=1, Wim, n2]—mn BL, 
mu hh. EHEHE, “证 毕 》 


定理 3.3.7 ia Anf, pa Ac rELES T 
uEBB Ua mEDUCX. WB 


n k 
(a*) Ch; ES (a) hs 8) =e 
gom (k, — 


H.-F, patne (af) e e npn, n Am, I Enf&n,b 
的 一 个 公 售 数 。 由 推论 3-1.7 .1 出 知 ， 
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ré 
EH mc. nj? Kiry 23^ (EHE) 
推论 3.3.7.1 dra WEErGUX€, "e Xy n Wronx. 
WEBS Ha 83.3.7, at Bp 


Rn RH 


2-9 2 . mmo. iL Hi > 
som 一 n 
(hk, Rm i Ges 
EGY naa ü PERGI u cB, B 
一 - fg" == z, a$, a^, TM a^71y 


根据 定理 3.3.7， pun" 算出 C 中 任意 元 素 G 之 阶 为 
TE 25* difkat'OS « ESERHDOR (n, k)=1, Akr 


ErATBIIZRGHpREDE€OR) An iA Hpo) Rm 
Ai 3RH, G HESA n RRE GE WIL. 

定义 3838.8.2 n MEG PER n 阶 元 素 都 称 作 G 的 本 原 
Jc. BRARPEnikiÉDERERGAR, AERZIR, XR CE m EDGE uan RE 

HERRIETA s 阶 第 环 群 中 任意 生成 元 组 为 本 原 元 ， 这 
PERRA Pn) T, 

QU, GARA obuí e ERPEXPRÓ 

G={@= 1, al a*, af, a*, a^ 
Guijdogec6)-—2-4t c; CEmU), Bühne, vilis 6 
MERK- HRILA 1, a cUma'yEpe x1. 3, 213, 
iG. 1, 2A 343x668 293v, DIE BRITES, AAE 
A — Rt UE. 

VET AIRTER Mis TE 99 EXCHEQ E DET, TE 22 YEAR m 
ni. SON1IBRXÉ Bi AC SEP mexTL a8 m 
题 。 

定理 3.3.8 dE Gg B5 ERA aR RRGHE, HOGGdÉc 
HT TEHAT. Iih A Oe D BE LX PARES 
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TEE, AARAA RITENE AE Ra 所 生成 的 
TEAME, SPEC EGXEIEERRE m, hai E HE OBEN 
(GREG HJ). 无 限 子 群 。 

证 明 ”车 瑟 仪 由 单位 元 素 构 成 ， 则 定理 已 证。 

PHARRR HANEKE RR, WMAP ER ARKAE 
kear Rd", Xée "CH, MED sa ECH RA eH PRH 
Ehag Eear, BAHEA HERRE 《0”) "= 
a7*, Hoh k ARA., MEERA, HUBRS— UD COE AE" R OE 
EH, MH 

E —qm4jr, 0sr«cmn 
我 们 有 

a! =a mma e a E H 
由 mw 的 选择 ，? 二 0.85 —qm, Ba = (27)*, BEA E h a” " 
RHE, MEd HERRER. SEO C 4nIECGI BPCO, AR 
朋 万 是 无 限 答 环 秤 。 ena» 

出 定理 3.3. SERI, 一 个 无 限 身 环 群 G = 《4 7 的 全 部 了 和 群 可 
列 出 如 下 : 

(a= e», (a5, <a), (anm, 

定理 3.8.9 UG OU HOC a: ERI n DDR IR US PR ER. HE 
TEITH, YE 

(1) HBX RRAN E CRA EE DILE T 成 ， 或 
+h BOB E ER EJK 3m HE oO" 所 生成 

(20) RHEE m ALD n AAT PEL T RK 


阶 数 为 4 二 一 一 


(3) 对 于 # 的 任意 正 整 数 因 子 m， 如 中 必 有 一 个 且 仪 有 一 
个 阶 数 为 9 一 -一 


证 明 (1) 证 朋 奖 似 于 定理 3.3.8。 
(2) 由 网 多 里 德 除法 


97 


n =qm+r, 0xr«m 
H gt 


a — gr a (a) t (EH 


H nR, r—0, Ma 一 qm。 所 以 ，0" 的 阶 为 


rf 
(m, n) m ^ 
(3) EmA n BECA IEEE, Mh a" SEDE ERG 
的 一 个 阶 数 为 & =— 48 ERY GEH. XUBIED)L, HEG p— 


P" 
的 4 =M BH AGB 一 个 9 =…”- 阶 子 群 ， 则 它 
应 当 由 瑟 中 具有 最 小 可 能 的 正 指 数 m/ 的 元 素 9” 生 成 , Bm 1n 
En-om', WAR Aa 阶 群 ， 故 一 - 二 4 一 4 二 一-。 因 此 


mo-—m', a=, FE, H—H', CHERE? 
如 果 用 7 (n8) 表示 正 整 数 # 的 正 驼 数 因 子 的 个 数 ， 则 由 上 
EEEn Ct ED ERGBIBRIRBHRIEX THRE n ARS 
循环 群 ， 并 且 n 上 阶 循 环 群 共有 vn) 个 子 群 。 
pii, Gic, a, aa at, 0 是 6 Br 98 3B d£, UN 
r(6)-— 4T UST HIE 
(8,— €», <a}, (a^, (a 
1 阶 2 阶 3 阶 ekt 


$3.4. 陪 集 与 正规 子 群 


线性 码 的 译 治 原理 是 根据 整个 空间 V, 按 其 码 向 是 空间 VV, 加 
以 分 类 而 建立 起 来 的 。 实 蒜 上 ,空间 瑚 关于 向量 加 法 梅 成 一 个 群 ， 
丙 子 空 间 天 是 它 的 一 个 子 群 。 因 此 本 节 讨 论 利 用 子 群 将 整个 群 进 
行 分 类 的 问题 ， 代 以 加 诬 对 于 线性 分 组 人 码 滑 论 的 理解 。 

定义 3.4.1 DHJjétüfGB]—4j- 1525 aCcG, fra 5E Fu 
二 让 的 每 一 个 了 元素 个 采 CRZSTRSEG BE R eA E R ONSE. 
WIFE AA ACH) WRANG, WAH., MERAN Ë 
HHERG H- TERR, 
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rg SCOEEASIB, Mac H, GU; aH =H, POOL H 
$B EAR R FÉ, X6 ead. Rb Sarih CUI). UM 
bII —ahH = a (RET) —aH, E E kH n] AHi T 
TREE, | 

"Edu BS AR E. ERER SEPA LARGE. GUT 
集 与 右 陪 集 是 一 致 芍 。， 在 编码 理论 中 所 和 明 到 的 烙 天 都 是 阿 贝 尔 
TÉ, 

例 3.4.1 设 2 表 示 册 全 休整 数 构 成 的 轨 法 笠 ，M 表 示 所 有 
到 的 倍数 所 成 的 信人 台 ， 其 中 了 为 正 整 数 。 显 然 闻 是 了 的 了 于 和 妊 。 设 
iX ESmE—-^-3XROER, RU 

i—(i-cm, f—0, tài, t2, =) 
Hmiscbs LAlcTddMIm—-rme, B 
i= i +M 
XE- 3E. MEZERA ZA m a mA 
0, L Z, e5 m= l 
3r Ek ERa THEM m AR 
M, 14M, 24M, =, (n—1)+M 
在 这 个 音义 上 上 ， 我 们 世 把 问 余 式 
a == (modm) 


a= h M) 

FERNE ERE -R 

3[383.4.1 c0, b BET HRA — AR E HA oae 
H, 

证 明 a, bAT HAJA TEES, Uje —oh(h EH), 
waas kH, 

EIER. bu H, 4h o—ó'a, We —bh, Ha, bA F 
HEE- Aa CTE) 

HAS ER, Piah Ama, HHE 不 
Ez, aH +bH, Hab LH c udLs c, Be ahs 
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bh, AEH), Wb'a-hygjscH,. h3 3.4.1, aH 55H, 
HERET., YBRcGE. 3]38 3.4.1 可 改写 成 如 下 形式 ， 

两 个 陪 集 a 五 与 IT 相等 当 且 仅 当 #” acH, 

注意 到 加 法 夭 中 相当 于 六 的 是 as b. A3 3.4.1 
然 是 $3.2 中 天 于 同 余 式 的 下 述 人 性质 的 推广 ， 

gp (mod tit ) a EL(X 24 a — b mt 

Tide T ERRH PKA h Ist SR a 互 中 的 元 素 ah LI 

h -ah 

风 这 一 对 应 是 集 侣 盯 与 4 如 之 疗 的 一 一 对 应 。 车 ahcaHgRh SE 
XpmpH'BHgOLXUA , W heks ah i, h =h 

UREA T IS A Zar RARA, MAAA 

人 合 是 等 势 的 。 对 于 有 限 集 人 台 ， 两 个 集合 等 势 意味 着 两 个 集合 所 

RETR T UB, 

rH Up RE, GAARAN EUTRE HAAR, WERGE 
分 成 一 系列 等 势 的 防 集 。 在 这 些 障 集中 ， 除 子 群 瑟 以外， 其 余 的 
RER Ete p aHdcH, WlaceH, TiàkeeaH, BHA e 
一 Qh h CH), M] k =a e= CH, MAiacH, FE, Ak 
Gl AS je HE, 

HERRIE bh EguxpA nbi: REGEER YAAR 
E dt--p S. 

E GONBUGSR HECH n iT, 

FT = {gis £e cU. Da 

TE, ASEGHET BEH UIT WB PRTEE. SET RISE 
4 n TILXG TBOEÉXORREQPEPSEORON 7 个， 把 它 忆 排 疯 部 下 ， 


a,H (a, e), g Pr Fs [^P 
a,i t agi Ggs Gags c7 Go Gn 
a, 17 s GUL Ggs — Gau cv TES 


in- SEA PR IEEE BREST. 
ETEC RHN gt. RIVE 


N —nj 
did d PRATER (Lagrange) 定理 。 
5EX8S3.4. 1 Chti HEED ARET Eni AGAR XE UT 


ERS or SC £5 3L 
TH BR ARE Gr HUTH Bron XE ER SSEJT- EJ DucrEinicuiG 
中 的 指数 。 


入 拉 格 朗 晶 定理 可 以 得 到 许多 重要 的 绪论 。 

HAHAH PEER 9 所 生成 的 循环 群 ， 则 由 定理 3.3.4,9 
Br ^E REM S XRSEH ETA EAGAR 9 的 阶 数 。 因 此 得 

定理 3.4.2 AREF, TEXQUGRIN BL SpA x Ton i 群 的 
Er MR 239 X6. 

EIEE EHE, EnA RET, EAR 6 均 满 足 等 式 

a= e 
wa Amak HEWWE, min, BHn —mog, TD 
a” =g" = (g™) = g 

EAMT. RI H M3.. 2£fe t AI ZR. 

H 3.2.8, Gim RUNRIG m) 阶 有 
限 群 。 设 td 是 与 五 过 的 一 个 剩余 类 ,好 (a, moi, MRE 
5 作为 如 中 的 元 素 ，% 的 阶 为 有 。 因 此 根据 定 理 3.4.2， 玉 | 到 (mm )。 
由 定理 3.3.5， 我 们 有 


Fi (m; =] 


因此 
aq" —T1 
这 就 是 数论 上 著名 的 欧 拉 (Euler)} 定理 。 
定理 3.4.3 《网 拉 定理 ) d (Ca, m)=1, W 
a 1 (modrt) 
今后 我 们 将 证 明 ， 若 实 的 标准 分 解 式 Am = pi epi, RR 


pimjcem Į] (1—» ) 


ET 
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ER mAIRE, WI 


e(»-»5(1 -——-)-b-1i 
因此 ， 我 们 获得 下 述 著名 的 费 马 (Fermat) 定理 ， 它 是 欧 拉 定 
班 的 一 种 特殊 形式 。 
定理 8.4.4 RAEM Grohe H (a, b)— 1, 
由 


a=] (mod?) 

Hani k, Wk ARESA -—T IH ENESEEG GRBÜR 
Anu Xa = 1 (modm) ZBÓOBMEXE*&((a, m)=1). 2 
为 a 甘于 向 im 纪 方 次 数 ， 或 称 为 a 美 于 模 m 的 阶 。 

在 此 ， 我 们 作 一 个 注 记 。 模 mm 的 全 部 测 余 类 的 集合 蕊 及 与 模 
"m 五 这 的 滋 余 类 集合 ， 分 别 关 于 灿 法 种蛋 法 构成 有 限 群 。 前 者 之 
Br, BGEIELEDA Vom). IHH nm HERRA 


[m 


10, 3, 29, m— 1) 


wimi. RERNA BE, SjBim nx Bu e 
余 类 集合 所 展 的 P(tm) 阶 有 限 群 孝 不 一 定 是 循 环 群 。 例 如 ， 与 
CES REOR E E. v 
(135, 5, 7} 
是 4 阶 有 限 滋 法 群 ， 但 不 是 循环 群 。 事 实 上 ， 
J=], 3-1, 5 =], 7-1 
所 以 ， 这 个 群 没 有 生成 元 。 亩 与 模 8 互 案 的 和 虱 余 类 集合 
(05, 2, 4, 5, 7, Bj 

MERRET, E U2 E C. 

ERRERA ARET EEH, 

AT UL A39 3578 RUR RAR aa M D E E X 
Jt EAERI AAR R 关于 这 一 点 ,我 们 今后 还 会 谈 到 。 

与 障 集 有 关 网 基 群 沦 中 的 另 一 个 重要 概念 ， 即 所 谓 正 规 子 群 
ip m 
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REX8.4.2 WHOUNEG UL 2. XU GEH RR—- £e 
RRUEIIMDGS S, BUXDPIEE CCOG, ROB 

aid s«Ha 
WERHZJIÉRGHJIENLTER, mx ETH, 

TEMERARA- ATTERRA IA F 群 ， 其 中 
(42 兹 为 方 使 。 

定理 3.4.5 VEHI IÉSEGHRI UR WU bh 4D IE Y 
价 的 

(1) 瑟 是 群 如 的 正规 子 群 ; 

(2) XHEXRacG, fifjalia!-IF] 

(35) Wiga cG, lidjaHa'cIT 

(4) XMitERaCGIAIREA RhCH, WA ahe"cH 

证 明  uEBBBUU EE. (1)5(2;03294)20(1), MK 
而 4 个 条 件 等 价 。 

(1)25(2) WAER c GCG, 由 (1) 4, eH-—Heo, Pi 
aHa = (aH) at= (Hoya = H (aa) = He=H, 

(2)>(3) 显然 。 

(3)2(4) WER OGCCGREItERhGH, (3) 185, oh 
ac H, 

(42)25S(1) SHMfÍEaBoH, mn aka CH, BI akos h, 
(AEH), Wia — hka, AH, aH C Fa, A-N, S HEAR kec ia, 
Te 4AacH, HA4 Hata, TEJER a cG al 
= Ha, | EP 


à 


T & I 
例 3.4.2 Uk 22i ) r4, bar 
: | 


1 
MGRT EREA Ut 


( T 
H=: | 
Mo a 


MH REG TERTE YAE 


1 7973 1 


-| jc 
] 
困 此 出 定 型 3.4.5 之 【4 HECAT X. 
推论 3.4.5.1 阿 丰 尔 姓 的 主意 子 群 部 是 正规 了 于 群 。 
uEES  WEHEBUZERGINTGE. T, WEA a GRIE 
E RC-H, RPA 
ohy! = har! = h ŒH 


Bj, FHEG HT f CIE 
AS, BERA m — pR RE RAA, ERr ROA i 
Z AER Bt. B&mBJA RIP E CROPE REDE 之 所 六 入 个 成 


Jd. Ee jEREDXORYEO T M GS OGEXQU 4E. Ea- -ARA 
—Rütik. MARAT TEE, EAr WAR Y gn d BrÜ1EH. 

定理 3.4.6 35H LXMERG WJILXA 43, WARS RRE Y 
KHF 

证 明 (b 7CEPEEGE AR E ZEA RE ES CE. wasali, p- 
bH 3 两 个 障 集 ， $e (1x8 MEL a6 为 广汉 6 说 ES, ab = (ab) F1 29 
陪 集 9 器 与 5 开 的 局 积 ， 即 

ü-p db 
ixk—sE BELAEZÉPETDIRT WU]. geca, b,CDH, Bp 
aG,—üh, b,—bh,, h, WEIT 


Di " , 
a,b, — (ah (oh) = a Ch, bo, 


HTHJIÉEXGUTER 4 
A b= bia, EH 
因此 
ab = a (bh A, (ab) (hb c (a0) H 


jr Bi 
CAH Lc (a0) H 
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其 次 证 明 结 合 律 成 立 。 素 实 上 


(ag) c abc = abe 
á(p6) = he = abc 
«Od 
(ap)c—a(po) 
设 e 为 群 G 的 单位 元 素 。 因 为 
£d = cid =q 
Bi e —eH = HERRER GAAR. 
RE RYE 5=a 万 的 道 元 素 为 a aH, WE 


vi BET E np ER 

13.4.3. BZAR KME MAI SBI-UBRBDE M 
的 集合 ， 由 朵 是 2 的 正规 子 群 。 于 是 ，Z 按 子 群 M 被 A RSA, 
EDEN 


=M 0 5 —6 10 —10 15 —18:- 
TI 一 1 十 ML 6 —4 141 —9 16 —14- 
2—2--M, 2 7 —3 12 —8 17 —13 
à- 3--M. 3 8 —2 18 —7 18 —12- 
j= 4--M. 4 9 —1 14 一 6 19 -—1l:- 
Ha. d.t, MI 5E 

0, 1, 2, 3, 4 


XT BECK WE. RA 5 WARE HE SL 
3-1, 


A 3-1 


t O3] BM RÀ Ge 
= X bl d 
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WIELE PN, iA SE h ir ER DERI 定 理 3.2.5。 

58.4.8. 设 互 为 群 G 的 正规 子 群 ， 称 如 的 全 体 陪 党 所 成 
BMIEEXGILCHISgER G/H., 

i$ G XApHIBE, SHlG|i3emxGmBAmS. TEn mStEG/HIT 
BECEN ERG 中 的 指数 ， 亦 好 


IG/u- S 


LET 
XX gt JE ded BEXX — AAR RI DS 


$3.5. MAMEA 


辐 构 的 概念 是 近代 数学 中 时 重要 和 的 太 想 之 一 。 我 们 污 从 一 个 
例子 谈 起 。 | 
例 3.5.1 考 许 下 述 二 元 (4, 2) £C 
(00000, C1001), (11D, (1110) 
ACHETE (Gm. a3, m. 06)f53]|E— T S X X G0 十 G1X 十 
ct 十 ax (0 一 0 或 1)。 于 是 ， 在 4 个 码 字 和 4 个 一 元 多 项 式 
之 闻 人 建立 了 下 述 一 一 对 应 网 关系 ， 
(0000) 0 --0- X -0-x^-0-x- 0 GEGIB S 
(1001) 1 -O-x FO0-:x-1-:x—101 c4 x. 
(011120«- 0 -- 1: X -- 1x 1«-x^— x 4 x*-—x 
(11310091 -1:x FE 1-:x^-0-x—1 6 - x rx 
A^], TEXCTOW EIL. 5h C'PREXEPIAPA FANA 
HSMAI TRAN FAEM p 5r: 
(1001) Æ CO111) 之 和 (1110) 对 应 的 多 项 式 为 
(1x5) TX 二) 9 1 ox a 
By 
(1001) 十 (0111)e3 (1 x) (X o x* 4x?) 
AGGER. EP CR EGmu s 
0, 1-bx*, X -Bx' FB XS 1p x og? 


XOT POGGUNIRUGRIRULAPUUEE. Pub. fopPhU DOS4g — TEY 
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WAEA EIR, JARRI asiu J erimus 
DAAT. KAWIE S EE E AE A RERI 
放 了 出 来 。 | 
定义 3.5.1 设 了 是 集合 A 到 集合 如 的 一 个 上 映射。 对 于 任意 
a, bCA, WEa +b, AJ ajA fb), WTs £3.45 
Bf—^4- 59585, A B p38g—-—0R A, 
XPCTÉHEXCO CB, WREE aCA, fu 
fía)-b 
Mr ABBR ES. AS 4924 BPOEBSERGF. 
MEAR GEE E EME, RR 了 是 4 到 五 的 
—"rX&84, 3X 4x] 5 .bBg——8R GM. 
A 3r GT. GRRE Pat - FGA (G. eD), 
定义 3.5.2 idt (G.°) mM (c, *) EBRE., 如果 存 在 
CAHGH-TERH f. FHAN, DUXPCY fX. bEG, 
HA 
fab) fCasw f Cb) 
则 称 是 G 到 a LEE oS HGG BHA, id 29 G —G, 
Ai]. 3436 —gGib, DUqAPBIBLE TIU A B. 
X RI, 我 们 4 FEDTE, 
定理 3.5.1 dE (G, ISG, 0, fF JEÉEBIASERSNI. 7e 
CG 的 单位 元 素 ,- " (eode c RRNA. KEA G CP E X 00 X 
féa) BARAI f (a), 
证 明 Hou. HE f (ao€c. Wig 
fca)» fie) fiae) f(a) 
Vide fie) AEGRIS EG, 
ERRIA 
GD) fia) = jiar')= fie) 
所 以 | 
fie) t= fat) 
Cur 5 


HETE, PADA EA ETR, Boos 
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为 道 元 素 。 
-不 限于 群 ， 对 于 其 它 的 代数 系统 ,例如 后 面 要 讲 的 环 与 域 等 ， 
在 数学 上 ， 我 们 把 同 构 的 两 个 系统 视 为 本 质 上 完全 相同 的 系 
统 。 可 以 说 ， 同 构 的 思念 是 近代 数学 中 的 车 越 电 相 之 一 。 它 可 以 
把 者 面 上 看 来 们 乎 司 丰 相干 的 事物 从 本 质 上 找到 内 在 的 联系 ， 从 
而 使 我 们 和 能够 得 过 现象 抓 住 事物 的 本 质 。 
签 于 同 构 的 置 要 性 ， 我 们 举 一 些 俩 子 说 基 同 构 的 应 用 ， 
首先 我 们 证 明 ， 例 3.3.1 利 例 3.3.2 实 际 上 概括 了 所 有 的 循环 
BF. 
定理 3.5.2 设 Z 是 整数 加 法 群 ，G OMbGCES OA BROSÉ. WU Gc 
2 。 
证 明 PC —(25, d fak, RINEW f EC 9) Z it 
ERJ Ej jh 
首先 证 明 ， JRH, AFERI EG, (9) 都 是 唯 
MER, BFG =a) BARIY, pka BDS LA 
HEL Aik, JERI 
MRE atr, MERANER, df hid. mE z, 
EG, H Fah msm, R f Add gj. 


由 于 
f (a7. a7) — fa) =m s — f (a^) f (a?) 
Bro F RRR, WEG SZ, | 证 毕 ， 


AE. 4S U.—ie2ozküf 3.3.1 PREN n ErTRITÉE. 
RTA 

定理 3.5.3 dU GE n dV RR, MG Un 

证 明 设 

G —i(a»-—íg'—e, a, ad, -, a" 

f f(a')-—8, &—0, 1.5, n—1, W fg dkd&c SU, 
EUM 

Bah, IPLE o”, d'G G, [Of 


i08 
f (a^a) — flo mmt ums [Qa fü). Bie, f 


ERES. BW, G&U m “证 毕 》 
ILXRWBDTIBIEGEH], KZA (CZ, +4) 和 QU. 0. 
等 于 掌握 了 所 有 的 循 丈 群 。 
FEAT AeA HE. 


定理 3.5.4 w (G, 20 是 一 个 群 ，G 是 定 闵 了 代数 运算 
“ 关 ”的 烷 合 。 如 果 存 在 局 到 互 的 双 射 ， 且 保持 运算 ， 寻 对 任意 
, LEG, flf 
f(a*b)o—f(a)s* f(b) 
| (G. *2 EBETi” HGcG. 
证 阴 zH f(a), f(CbO, fCo0CG, EA 
(f(a)*f(b)*f(c)-of(as b)* fe) 
—-f(i(aesb)ee)—f(ae(be c)) 
— fia)*f(boc)—f(a)«*(f(b)* f(c)) 
HIER SUETON 
类 倍 于 定理 3.58.1， 我 们 可 以 证 明 f Ce) JE c Bg pro, 
jit e EGIA. f(a)CG 的 道 元 素 是 了 to)。< 证 毕 >》 
552.5.2. 7051800 2.4.3 中 的 模 5 油 余 类 秀 法 群 Z /MM 会 G， 
以 及 它 的 加 法 未 。 U, Weide 


Fi 


| 1 E g2 g5 ga 
1 | 1 E me gñ gi 
g | £ g? £9 g4 1 
ez 2 e p 1 € 
LE | 3 gi 1 & cÈ 
| 


m3, G LU pa E A (qr 
fı F&A, k=0, 1, 2, 3, 4 
jl f GSC. LEKEBE. Eabh, Doux 
Qe 1, Jeg 


MAREE ICE GA) QMURSEDAMUDU ERE CHET, i8 


JE ON — JANTES, 

HFR”, REA 

E 3.5.5 -— (Cay ley )) FEXEEEG UR — P SE A 
同 构 。 

WEE] ”为 方便 计 ， 我 们 认为 两 个 谈 换 的 乘积 是 从 右 问 左 ， 即 
JGTERG MIHI BYE, MEAE., GEA A. 

任 取 aa 所 G， 和 定义 好 的 左 弱 变换 如下 

Tas Tal S) max, XE— 3 x eG. 

RENE, x, 是 G 到 G 的 一 一 变换 。 对 任意 EEG, B) 8 
ax= b ÆG PH iW. E XPdXEXCG, BvOx)-—b. Bi. 
JENA]. R, zy X e7,.Wjax-ay, WW, Bax—aoy, IBIQ 
ZR ES =y), HBT E., BIB, 0.43814. AM, cO 
一 一 变换 ， 

因为 (mamQ)x)eaQGux))—ms(5x)-2(x)—(m)x- 
sal), WA a, bCG, EA mamma, Bp] Se dH 
在 G= {mla CG) 上 是 封闭 的 。 

现在 定 久 手 到 二 HHEH 

f. FCO) =a Ha E 
Ek. JEWIN Jla) fC b), Wins. B e eGP 
的 单位 元 素 ， 由 me(e) 一 me) $$a-—b, d f Rgh Vil, 
[OM 

lbih JARRE FRE 

f Cab) = ronm f Cafe) 

Ak f3éGs3ac EROS. MEM 3.5.4, GEER FH 


GSG. | Cur HB» 
推论 3.5.5.1 EGAn RARE, MOR S, A — T 
Ef fa] 4. 


证 明 PE RÉ 3.5.6 立 得 。 
MERR, PTER RU ROR RE DOR I ROSA, K 
为 在 同 fux w C. RIR e HERAT nE, -~ 个 变换 群 。 同 Ef 
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AX, TARP, GR nm PRX mandego mpm 疑 的 。 有 鉴于 
Hb, TERIH Te Jn — UL Y WE. 
53.5.3 iE 


S5. 41, OG, b, €, d, er 

其 中 12 3 12 3 
l = ; a = 

1 2 3 (1 3 2 

1 2 3 1 2 3 
b = , I 

2 1 3 à à 1 

1 3 3 /1 2 3 
i- | 

3 1 £ 3 2 l 


a 基 2 阶 元 素 ， 基 为 
| 2 JE 2 3 $ 3 JA 2 
gQ = J- 
1 $38 2 1 3 2j 1 2 3 ] 3 2 
] 2 3 
II = ł{ 
] 2 8 
ABH, Db 4E AENEA. CE SEULA, GS 
下 面 我 们 给 二 Sa RRE, 


"o: 


: | 1 ü b C d 

1 1 a 5 c d e 
ü ü 1 d e b c 
Ó b C 1 a e d 
e c b e d 1 a 
d d € a 1 C b 
e e d : b a 1 


HRE EA. S, AEn ARE AmA EET dico 
ock., WX E, 5A Ai mnl i DELE 3 个 
Ws ao, 2 和， 以 及 2 个 3 [CX € oy 


/ à 9 
3e la WDIREIDEAIIa gg MES. ii a E , 
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| :+ 
其 中 存在 者 形 如 2 : 的 循环 ， 我 们 称 之 为 Ss 中 一 个 长 度 为 2 


的 循环 ， 或 简称 为 2 一 循环 ， 并 记 为 (2，32。 因 此 ，Ss 中 的 
元 素 的 人 循环 型 为 
1=(1), a-—(2, 3), b=(1, 2) 

c—(1, 2, 8), d=(1, 3, 2), € —(1, 3) 
其 中 “1) EJHL, AmE EE, wp) MBA dE 
—BJj. fs (123)5—(2831)-2(3 12) 

EX3.5.8 n EMES, 的 形状 如 下 ， 

, SPELET: P un 
moa 
G4 s Op Gau s 
刚 和 ;为 一 个 辣 一 循环 ， 并 记 作 [ay Ga, 68 G) 

御 司 不仅 记 法 简单 ， 还 有 下 述 绰 要 性 质 ， 

定理 3.5.6 (1) 5 中 任 司 一 个 工 一 箱 迁 都 是; WLA: 

^2) Ca do ', aj) = (a, Caja cO Gas Giy 

《3 PHZH IRH RHAN ATA AEIR OO 

42 ER n KETA n Eba Aa REA H A TA 环 RY 
TAEL 

(5) B rES, 4 BEIM ATBARTBIREISEOHL Tm —m,7,-52., H 
ma. T. c8. T. LR, ri, ce. Fe, W) cC, rf 565, 
VR. ior au *. 

证 明 (10,020,038) 显然。 

(4) FE, m(a), z(a), e, 由 于 集合 的 有 限 性 ， 上 
述 序 列 必 后 出 现 重 复 ， 且 第 一 次 出 现 重复 对 必 A rla) 8 
WEERLIG, Ei cz a =a a) Dig a^'(aj —a, E 
Hi 5t gp dock. 与 俱 设 也 盾 。 村 是 ， 我 们 得 到 一 个 循环 (a, x 
(a), e laD. Ai =n, R (4) 已 证 明 。 否 则 ， FER 
一 个 不 在 此 乱 环 中国 元 迷信 上 法 同 科 可 也 得 到 一 个 狮 环 (5,， 
& (b), e, T1601))。 出 上 潭 的 构造 方法 ， 这 两 个 循环 不 可 能 
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WHE. BERA, der (a0-s 00 RRRA, Sri 
1, KIKi., Biikr2s, Wr (a)-5, 因而 8; 属 
THH (a. x(a), =, z^ 1(a)), HqHEROUOE. SREE DB 过 
答 ， 直 到 将 集合 中 有 的 元 党 全 部 包括 为 止 ， 最 后 等 到 

* (a, X(a), -, Ca) A, -, n1 (55) 

(a m)D,--, 2 09) 
因而 (45 fiut. 
(8$) 该 TT 是 m 阶 元 素 ， 则 由 定理 之 (3) 得 
(1) UE 

国 为 Wi. T. 06. T. AME, PX 
r= (1), a= (1), y spe 1) 


因此 
rom njm, e, nul 
Bp 
Era, Fa, c. rm 
5— HH 


gi aj. E m 1) 
Br EL m m Uri, ray tt. Fida CHE 853» 
例 n (2, 3 (C1, 3)=(1, 2, 3) JE 3 p on. m 


[ 


6 
J-a. 4)0(2, 3, 5) C2, $28 
4 3 5 1 2 6 


IL o 

我 们 再 着 一 个 同 构 的 例子 。 

ex 

例 8.5.4 设 G -U,-(1, 8, 80, 其 中 se =e 5 ^ LR 
BERR Us M S, Bg —^ 3 EIL. 

仿照 定理 3.5.5， 定 义 G 的 三 个 左 导 变换 如 下 ， 

H.(X)— TX) ex, A X ) ex 

dm, x€Gq-—i1, e, 68 
J^ BB 
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1 s : " '] og zx f 1 a &* 
E= | » — a Jii -— 
] # g | E & 1 | £^ 1 j 
| E 


aH ENRE 
m=i), m,—(1, 2, 3), T={1, 3, 2) 
Bifxe X.G I GÉIE mr 


f C0) Saan a1, Ee 


因而 
G=G={(1). C1, 2, 85,(€C1, 3, 2)OS, 

在 本 节 的 素 尾 ， 我 们 引入 同 访 的 概念 。 像 辣 衬 一 证 ， 同 态 是 
WARA- NETOSUR SEBJ 81599... 

ENS.. Vt f EN GSHEGB)UEBD. WMR Fa T, Bp 
HEE, bEG, WE 

f tad)= f Caf Cb) 

刚 称 f EG A G A-A ERAR, aa, 

4s f Mw. WMA 了 是 各 到 G 的 满 周 态 ， 记 为 CG 一 G， 并 称 
G 是 在 1 下 局 的 辐 态 象 。 

ETAR, M f EGI G 的 单 再 意 ， 

特别 ， 当 GG 一 G B, MERX RIS EB RIS. 

国 此 ， 首 了 既是 满 同 态 又 是 单 疗 态 ， 风 了 是 同 构 瞎 射 。 可 网 
HSI ET PARME 

例 3.5.5 BGH GEMTE e 是 G PARM, MCE 
G RJK | 

f: f(a)me, xX—uaccG - 
ERER, HAWER a, b EGHA 

f ab) =e = f(a) f(b) 

WAF (G)=<{28) ÆG SG BH Ha ERN, 

i—i ERA RRRA AAS. MFE GER 
元 部 访 计 成 零 元 《针对 如 法 悦 而 育 )， 下 第 称 之 为 零 同 态 ， 

$]13.5.6 设 玉 是 群 9 的 正规 子 祥 ， 网 

f: f(a)-aH, xXj—macca 


114. 


REG G/HW9S, Bague, Hopffíita, bec, EH 
f (ab) - (ab) H S(aH)(bH)— f (a) f Cb) 

Bis f dc S C/HBEMIBIS. FRAZA ARES. gy P D. 
TEXESREBBRGMPEDRYBEEDBDE. iE. RINES LAEN, zi Ga~ 
G， 则 G 利 各 的 某 个 商 群 同 构 。 因 此 在 同 构 的 意义 上 ， 任 意 群 的 
同 态 锭 痢 是 它 的 商 和 群 。 | 

pii, C —S., H—(01),C1, 2, 3), Cl, 3, 2) 
因为 

(1) H-—-H —H(1) 

(122 H—1(1, 2),(2, 3),C1., 3) =H(1, 2) 
Br uLH ie C B3 TERT ER 

设 了 是 局 到 GI/H 的 自然 回 态 ， 则 

fi1)0D-f((1,2, 83)-/((1, 8, 2))—CIÓH 

fi, 2)-Ff((2, 3)D-Íf((1, 8)2-C1, 2)H 


$3.6 I$ 与 dm 


TABE, Jg py ERETT, Ha TR un E 
为 只 有 一 种 代数 运算 的 体系 就 显得 很 不 够 了 。 我 们 希望 玛 字 的 集 
合 能 够 具有 尽 可 能 多 的 代数 运算 。 这 就 是 引入 环 和 域 这 两 个 慨 念 
P BB. 

定义 8.6.1 iidEmEÉSGRILEJXIPBPUR GIB ED To 2X 
运算 ， 分 别 记 作 “ 十 ”与 “.”， 并 县 清 足下 述 条 性 

(1) RATIA SH” RaM VLAR Fs 

(2) RATRE '-" WEZE., MATEZ, 
b, CER, BA 

a (bc) = (ab) c 

( 3 ) XTdnkSSGEHB EZB. MHF G, beT 

R, EA 
a {b +e)=ab+ac, (b 4-6) a —5a-cca 
MIRIA, BH CR, cT, Oh 
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tq 4xB RBg-pyfe4sSxrmupeUUETB NIB, MAS 
A R HEER, RH S i 3f. 

ine RXCTGE AE Tyf hara, bDCOR, 
EA 

a5 == þa 

WER RARA 

83.6.1. PREG ZRT EOI JEN TA p 
AETI, E CZ, c. fO. ZARARA RRES 环 的 
fW. | 

03.5.2 Simpy 4 

D, 1, 8, œ, m—31) 

ETERA MARA E ni i —TGEYRXR. GWRlm 
TH SR E A. 

$13.6.3 EGAR RETZIMENTMUEXSTEFJE EB I ES 


Pu 


Serbie VDTJNLM.,. 称 为 实效 七 多 n ENEH, HET YD XR, 


例如 ， 
[? iq 0 07 i |] 
LO 7i 1 ol 
; 
| 


| |0 0 
i olo 01! | o 1 


A Wu. Pipp pa Harp Tth A E A RRE, 
Bsp, -Arn ENET GE a a. TRE K PRA 1 是 草 
ELR, EnA 0G € R, DT 
]:a-20:1--d 
Bii, RUOTE — APE DESSIN, 
Mk, HeRESRIDEUSGRIO* Xt. XRR E— 4C RIT 
KEH, Mp acd. Gia €. quis 


Gd uus 1 


J 


则 称 a7 A o HEER, 
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gin, ERHI Z5. ER 3108 ÜOOX5R. HA 
6$ 3 76 3x 
RERI, ISDRRGUAEÉQnDuARGEIGXxE, EIEEE 
一 的 。 
En. PEER g AAT. 
xEXL3.0.2 a, bER, Fa#0, b0, flab— 0, 
miae, b ERAF., 
Pi E a S FRA Eh 
(0, T, 9, 3, 3, 5, 6, 7} 
ET2.4—8-0, 82511 ERAT, 
X Wmdde3;X Lm 5G MEMepBD, DT 
B 25 He | 
0 oo 0 0 ù 
改 等 式 正 过 的 现 信 方 阵 都 是 们 因子。 
3X APRES ALTES 329 SEIS 
WAEA h, AKES z& EN WE UE. ER El 5B. xp d de 
各 域 . | 
E X3.6.83 RREZES R0. WER, H sm 
TxBiETE 
(1) RPD AA EER, 
(20) R'BAETEX [EIER 
(3) HR'BIEXEdE ERARA DUX, 
I OR TIRENA RR, Gps ROS 域 ， DX. 
R Rat EA YES 
HEA B, pen 6o T gp P RIE S, WA 
PEREKA T RUP gSETEGE. ENE a ELR kE PST ERR 
Der. FELIRATA. XpAEWNI Ru. KARAT Ep DI 
A SE TE H. 
£iRA^RB, GTER, ERIE EM E MORIRRRÉM ZAR 
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不 复 在 在 。 

定 体 和 域 中 都 不 含有 零 E TF, waro, Wod, WA 
Xe u a" 得 

a'(ab)-(aqiam)bm1i1-b-b-9 

pi3.6.4 ZARR, LXR, dE ENDS 成 域 ， 分 
别称 为 有 理 数 域 ， 实 煞 戌 、 复 数 域 。 这 些 都 是 无 限 城 的 例子 。 

例 3.6.5 由 0，1 两 个 元 未 梅 成 的 集合 en (2) 基 有 限 域 
的 例子 ， 称 为 二 元 瑾 。 它 的 加 法 单位 元 是 0 ， 乘 法 单位 元 是 1。 
1 HIE YR 3 TCR HII 1 ER, 

例 3.6.6 UL bx, WEDDGUARÉEGA 

(0, T. Z, = 5p—1) 

HRR. HEH 3.2.5, TX 528 GET WERDE A RESI PEOR 加 
ir PBRHDERBRS.2.8, JU EGTIBBIERSIOXXT EISE 法 
HRE IRRE., Eh ARBSUWMAGEGL. Bits zm K EA 
Q, 1, oe, P— 1} AER, AEA GF ( 0), 

元 素 个 数 有 限 的 域 CO PAARA DES. 

已 经 证 崩 ， 有 限 体 必 有 为 有 限 惑 。 国 此 ， 在 有 限 集 人 台 的 范围 
办， 体 程 域 可 以 不 大 区 别 。 

有 限 域 是 编码 理论 中 的 基本 工具 ， 后 耐用 一 章 的 篇 蚂 专 门 
Wit. 

下 面 介绍 重要 的 多 项 式 环 。 

考 嵌 含有 一 个 未 定 元 的 多 项 式 

CX) =t dag xedaat 

RoBEmGdEa ERBX—TIAPFE. XOBECXCOMGRXEECHXCF bu 4 
体 多 项 式 的 集合 

以 前 所 讲 的 系数 在 实数 域 上 的 多 项 ARE AA h I UEA 
EMERIK, 

下 还 8.6.1 FCN ORRERA ERARA ARREA so 3€ 
的 整 环 。 

WERE BPUOXCOESOIPIGSULAUBIRSE. SEGDXEHI TEE X34 x. 
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FUx BEL EIU 
fix, [=a da xe taux" 
E JU E TCR ONT 
—fíx)-ec-—a,--a,x— - —a,x" 
JA TR. TP EJuIADGEBEBIHRRODU BIG. Bd 此 ， 
FCx 3 构成 交换 环 。 
HU Pei fuo 1 769 Z 35 
1-c-0:x 0 0c:x T-r0-x" 
AEF CR ITUR. 

REIER FUIRRE T, HPRfÓX)0, gS(x»)-50,aG, 
ba ara Fix) HUC) ERRAR a, TE n0, bs 
0. Hr ERFIUUUNDP. toa 0, F nb E pA) 
gix) WESKER, afixi, Cub HR 

ERE. IEGAERBPOxIILEERBRJNMRNDIR, fe FÜxImEJL 
HIRIE. GHI XPTdEX f (ÓX),90(X)50€C€cFCx3, 
必定 存在 唯一 的 9x)， rCXOCCFCXO, i45 

f(x)= {xX)9{txX)+ rx) 
Mp rOx)-—0, mif degeri x5 «degg( x), 

xt RE, AAHAS Sx R RA EFE 
X. FMA HERE maY, EORNDUET BDEIBÉBD 
HARIN HOUKJLHUUTRIER RUGr AA AARE, 

定 尺 3.86.4 dr PFCOxOQWBRHEeTAS XOCOx) Mal) 被 
H]—^r mix SJ) WERNA ANEA 

a(x)-og(x)f(x)trixo, b(x)-moa(x)f (x) 
r(x) 则 称 ax. bOXOXCPISJOxOmm, WA 

a(x):bix)modf(x) 

HE X s, 

a(x):b(x)modf(x) HHRH ax)—b(x) 

= gix f(x»), Qix Irix (BB f(x)]ja(x) 

—h6x)). 


E S 


- Emp i 


II9 


dax) RRFC pals) ATRAS) PIS 
EERE, ABERRI E— E, aE aE, Fx) 
RESTAR UO RRRA., ix equ Zip AdkBTDmEIGAS 
iJ FUÜxl1mod;o x) FLC mod (x), 这 已 不 难 证 了 明 

定理 3.6.8 df (xoCcFUx2, HdegfO)x)20, T Æ, 
FCx mody x) 构成 其 右 单位 元 素 的 交换 环 有 时 也 记 为 
FCx2ffsFUx2/f, 

多 项 式 刹 余 类 环 FLx 3/ 在 编码 理论 中 占有 极其 重要 的 
位 置 。 

BiS..7 IEEE DURAN GFO2)0x2, FE, 

GF,Ux2mod(x'4-1)2:40, d, X, x-4- 1) 

网 成 县 有 单位 元 的 交换 球 ， 鞭 运算 此 如 下 ， 


+ | l x x T] 
i 0 1 F x+ 1 
1 ] ñ x + 时 
* D. X Ü 1 
x+] x1 x 1 6 

| ñ 1 7 x+] 
0 | j D i 
i j 1 7 FPEM 
g Ü 至 1 x41] 
x+] | 0 X41 X 十 二 


从 工 表 可 见 ， 尽 管 x 十 1 了 0， 但 是 
X41-x41-0 

Eb. x-cODAEAGGAXUEAA GE RGF) 1 B8 I 
子 。 由 于 Y 十] 一 0， 有 时 也 称 类 wx + 1 为 环 中 的 界 堆 元康 。 

JE-—p. G4 F (x ) J&5S FP ERIUEZ) E RSV CB AX degyj >o) 
FH, RIIA P385 06 3.6.6 相 记 的 结果 。 

定理 3.6.3 BSD ERF EBR £) € msc, MFE] 
modj( x) 构成 域 。 
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证 明 — HOWPGEH] FO x21modij(o x) 中 的 任意 非 零 元 素 均 有 
REG OX. Wo g(x)-u0C FIximodij (x), W (a(x), 
fOx))— 1。 由 定理 $3.1.4， 存在 a (x), b Cx) FCx3, fk 

a(x)g(x)--bix)f(x)-m1 
l^] fb, 

a (x39(x)c b Cx) f (x )-a( IIA) FbCx HC) 

—a(x)g( x2-b( x2-D0oa( x )g( x) —T 
xax) Eaa) IDSEIERIZUX., CE? 

i&— 5E BÜXE FA3ECH RRR p EERE. 


$3.7. Hd. EREHE HHH 


MHARE- PERNT, UWIXEXBISCBE BSDDHBCTGEEUDTGR 
在 群 论 中 的 位 置 。 在 引入 理想 的 罢 念 之 音 ， 我 们 先 欠 出 一 个 构成 
子 环 的 充分 必要 条 忻 。 

定理 3.7.1 设 站 是 环 员 中 的 非 空 子 集 合 ， 则 六 为 台 和 的 子 环 
X) eg 

(1) NE RARI KINE — tT, Baa, bc 
N, Wla—bpcN; 

(2) Xa, bEN, MAEN 

证 明 必要 性 显然 咸 立 ， 只 证 充分 性 ， 

由 《17)， 交 关于 环 玉 中 的 加 法 运算 构成 入 贝尔 如 法 RS 8 
(22, NX Te RBBISEHGSERZSBE hsh SERO 
BORE RPR, HAEN HLR. Dis, NAM 《证 毕 > 

定义 8.7.i WEN JTEAGRIRAPM3rpETOS, XR 

(1) Ha, beNRBUNEmHBa-——bcN,; 

(2) diac N, rennpUlikud arcN, 

VER V bg RTE, 

Hi 定 叉 中 之 (1) HD, IZSIENGATR ROGUIHAGORER, Sac 
N. rCz RI, Bra 为 a 的 倍 元 家。 车 比 ， 定 必 中 之 (3) 说 
HH. d rcN, WaHg—Ulfizui uA TN. 
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RIS, PRORESPSRGDOARXRO RATIER Hit, PAREAN 


—^RJREERGEZJbGG AA, A e G E a TS 
ERRE, BA Tinka. AEREA, AAR, Birt 
xp, WRR TAM, 则 称 为 真理 疙 。 人 今后， 我 们 只 对 真 
UB JETTE., 

$603.T.1 RR ZH, TEXEIRREm CZ, WIN = (mul n E 
Zix ZAER, 

5413.T.2. EWF LZ ERFOxIDB, [EX NOE f (x20c 
FEZI, MN =g Cx) f (X018 CX)CF Cx J& FUX 2 By 

EM T ESABUIEEE. SRÍDXAXGIEA TUNES RAR E 
3A : a PENCC ELLAS, TS NH "E B EE PA 

BRNJdéaq8WRBJESMES. BAN EFRR EIRE (阿山 尔 群 ) 
的 正规 子 群 。 于 是 ， 尺 可 按 子 群 六 划分 成 阶 集 ， 每 一 个 陪 集 可 写 
Jc NRBR RpacR, iso. TED Sen E — 
TURIS. HD4138 3.4.6, KERR GRA) UU 4e [pO LP g 
ARHIESE, LA K mod/V, 

E REPARO, 属于 同一 个 剩余 类 ， 刚 称 4，2 关于 
ERN, CA 

a= b (mod) 

EEAS XETA SH] 

a == b (mod/V) KHa- 5, c N, 

事实 上 ， ap (modi), Wja—b--n.ncN,T a— 
b—ncN. RZ, 504- bEN, Wa-b-u-n, EN, Bl 
a&b ti, BRiazbünodiV), 

wa=a tN, b=b tN, ENH SK S ab abor Nb 
P E S 

ab =ab 
这 个 定义 是 合理 的 。 因 为 ， 设 :GEz，oEp Bg 
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G,- 7 fu, m= b tt, om REN 
于 十 
a,b, =00 (an, 5n, tm) 
ATNA OE, RERED, H 
án, HOn, FREN 
[E jE a, b.ecab-4- N, B] ab, = ab, AM Rgb R gla, 5 中 
RECAI ve Bem mos, 
H, AIRERA E AIE ERR BIG, 
HIRR E HmodN UN BISE m B, | 
以 分 配 律 为 例 。 设 6，5， cC Arod/N, m 
a(b-Fc)—ü(b c-e)—a(b--c) 
H-F RBBEIDoDXEUduErHCÍE, BI 
a (b -Fc)--aó-rac 
WA 
a (b +c )=ab+ac=ab4+ac= ab 4- ac 
因此 
alpi+e) abt+ac 
STERE, RIA 
定理 3.7.2 设 入 为 交换 环 忆 的 理想 ， 则 mod T AE 
换 环 ， EOUE RUIN HEBES, 
| IEC 22 D Xl AS fRSCEYORUES RARAS E TAI ar AS YR 
十 分 自然 了 。 例 3.7.1 580 3. 7.2 说 明 ， 一 个 整数 的 全 体 僧 数 和 一 - 
个 多 项 式 的 全 体 悦 式 都 构成 理想 ， 
下 面 我 们 讨论 在 一 个 给 定 的 坏 中 ， 如 和 何 形成 它 的 理想 子 环 的 
问题 。 
URIRAd&M, ZERA, HDxXSHOEGaCHR, WES 
CaA {ratne r&i HR. nC Zi 
HE RETHA, Bratunac a), rana <la », M] 
(rat n3) —(r,ad- ma) —(r;—7,20 Co 
sE R, ratia, W 
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s (ra-- sa) =sra+ nsa (sr--ns)a +t oea 
因为 sra-nsc RB. EZ, dE s(racna)jezca», Ate. a> XR 
EUER. R£kCacmHiRRIBOEXCaBütEM BEES. 

TA ao AEERROBBEIESXGHWERNS.INESE, HRH 
ES a HUEBRA CAES Ira (r ARPHI?) 及 
t{(a +a +t t ajari EZ), AMES € dm re 
na, AEN cay, 

请 读者 注意 ， 关 系 式 78 十 4 切 不 可 写成 《了 +tn)ja, KA 
rCR, nCZ, Irc ni 8i X. 

Rm R PAR GO € Bj, Bra nop BDCE B P o6 
形式 ， 

rü--na-—ra--nea-—( r -F-ne) a —r'a 
Hmrrcm, BXEXXCBRIÉTP.(0»mnoemÀm—uUMhJ5X 2H X, 

Pix, R= ZE], <m) = {mm n EZ), HR—FUxCHRI 
(f(x) —i(gatixoféx)g(xocrFoxi cmm 3.7.1304 
$.7.2), X BEULWUE, EADE AAS C MOSCADR RE 
环 。 在 编码 理论 中 所 过 到 的 天 多 是 这 种 环 。 

定义 8.7.2 EZERRE, BERERA EREA 
《a? 称 为 环 民 的 一 个 主 理 想 。 称 元 素 8 为 该 主 理 想 的 生成 元 案 。 

定义 3 了 8 设 忆 是 有 单位 元 的 交换 环 ， 如 时 

(1) ER RZGAEDIT. 

2) 环 丸 的 每 一 个 理想 都 是 主 理想 ! 

WEHR ERDA, PAIP I R, 

AEIES.7.8 YRAETA, 

WER miZ EA HAm IE, £24] HR uN Aaa 
想 都 是 主 理 弓 。 
没入 为 Z 的 任 演 理想 。 若 记 二 10}， 则 NN 显然 是 主 理 想 。 盏 
贿 ， 闪 中 必 有 一 个 是 沙 的 正 整 狐 a (XR c 0 EN, 则 一 c CN. 
e 与 一 2 tyje., S bIRN TIED. MA BX JL 
E o E s 
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bzgüd-r, gra 
HEERE r-—b—qgecN,. DWutr-0, Wo =q, rA 
N —Ca), 《证 毕 》 

RE, AITA 

定理 3.7.4 RE ERZ IAIA a EEEE, 

证 明 类 做 于 定理 3.7.3。 

FCxJ3mmptxcf x Dm monf xo 常 浆 为 生成 多 项 
x. CE BSEGGOAB-—AHGA GUI. WW ^ me IN AS UE 
一 的 ， 

现在 考 上 不 多 项 式 莘 余兴 还 F[xXIj/ 了 《x%)。 由 例 3.6.7 T, 
这 种 环 二 可 能 有 有 零 园 子 的 。 当 了 (< ) WESS. f(x) 
gQ(x)h(x), degg> o0. degt> 0 ,WICX)=5=0( x) x), 
El g(x) PnC) ERAT. XXXEHB. XA f (x ) Wan, 0v 
RFCS FEX) 必 有 去 因子 。 办 此 这 种 环 不 是 主 理想 环 。 

A A GP IEREARIBPH ETE C10, WA 

定理 3.7.5 多 项 式 镜 余 类 环 了 [LxJ/ 了 了 (x) HEILA M H 
EREE (deg/7 0 )， 并 且 该 主 理想 的 生成 多 项 式 必 整除 
f ix) 

证 明 NEFI F PATTARRA, AN ={0, HEA 
NJETX PER, BUFE a AEN, NE-AR RA 
TERRA S RIRA ZERE, EI) ENAZ X GU 
ABESSE RER, SORAN E one 
363. GR SUXOCEEN, H 

S(X)—Qq(X)U00X)--ri X), degr«;degg R r (X ) —- Q 
由 此 

s(x3sg(xog( Xr xX) 
Am rE =x aisg x)CN, mH y9(x) WRI, J5 
agrixi= o, Mrixj=si, Wib, s(x0-2ug(x29gC€ X), BDAN 
是 主 理想 。 
ERME gxi IMMECILER ESBRTE 
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fOx)-q(x)9g(X)-cn(X). degri«degg, m ri( x)= 0 
M. | 
üc f(x j= (xg x HF YR) 

ET OCN, Wyr) g(x) xr, xC€cN, WEI) 
HIRE, SMAXPprOx)-—0, Bhsxoif(x), Gr, 

PREA EEP EREDI) 为 理想 浆 的 生成 多 项 式 。 
当 规 定 生 成 多 项 式 是 首 一 多 项 式 时 ， 它 还 是 趴 一 的 。 车 明 有 生成 
ARa), 则 必 有 gi(%)i9g(%)， |! 
gi) g(x), 


383.8. AAN TEREN REBRE AR 


TERI. CEBTÍREHEU XTEZXPHBISECECB, EAA Br S 
JE ERA ax, RIIA TRE cGoHegeumwper Wn B sy Eq. 
c EBIE—HRF, Spamaren, 58k 
Et Jr £n If Ax 086 £X pk 2s ERU f] SB ie n] DJ SEO PC M epo, 

RITE: Ra HERR E) 构成 阿 由 尔 加 法 群 。 
fnm XGuEGIBPBILICICOIDEPGES HETA, GRÉ 
了 所 证 “代数 ”的 概念 。 

&EX3.8.1 设 信 ,为 域 户 上 的 # 维 级 性 空间 。 若 在 i, 中 还 
定义 本 习 法 二 算 使 六 ,构成 环 ， 且 渡 中 

å Gxy)m (Ax) y= Xx(AV) 

ipx. EF na AC FE, WERV., SAHAF E-A Sag 
[ER 

WRAT n MAJ i DEBT. WhEREF.CIE ES 

Eto Rje nA R ELE HH T _ 种 交换 S Lid z HUM 
VEG 

定理 3.8.1 WE f(x) REEF tí EMR, Wpde1rn zug 
4USHKUx1mod/(x*) RRF LRA n 的 交换 代数 ， 

EE AM IDACCF,3Q(Xx)CPFP(X 1mod/(X2, alla Yi ^l 
i443 «0X) HERA 
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Aa( X = jAa( x 
MÆRE X BU om PB qe. S aí(xO€-a(X), Bla, (x) 
axt gix) f(x), M mi iaia )94a|i X tigix f Cx 0, 
因此 ， 


Aa. (X) m Aa(x)-FAg(X) f (X) eAa(x) 
agr xit(Xx)eja( X5--AÀAg( X =al x) 
可 见 ， 如 闻 定 总 的 乘积 并 不 闪光 a( x) PA Xe AIR 式 的 选择 和 而 
改变 。 | 
xtffÉ—3, FüxXJmodfCx ) 就 构成 上 的 # 维 线性 空间 了 。 
t ^38 RS 
1, X, ma 2 x77 
构成 CXjmod f(x) Bgm, BHiuPFU*lImodfx) 的 每 一 
个 非 零 类 总 有 肉 一 的 一 个 次 CAR IET n WEE 已 上 的 多 项 式 作 为 代 
3e. Bru 
d, d-a,xd s bau ux" =a l] or aguxa ne 
asax"-—a]c-agsxdeecaQy PN 
ias 
D= 0- JE RH  0 x"! 
Eb FUxJmod f (x) PR —2s Veup de RARR N 5 
2 的 线 王 组 合 。 其 次 这 和 个 类 还 是 线性 独立 的 。 著 
ü,1-d-d,- XT a, ox m 
br m mE 
d," T--a,X- Fe Rau x) ma, baux beaux" m6 
(BH noxádgdES fx) 应 整除 taxe tant, Mp aya; 
n 
“外 我 们 有 有 
iG (x)90(x =A f(x 28 (x )- MC(X) 9 (x) 
(ATE RIS NII NR) HX) —-aAf(x)S9(x) 
FESILI =j igl x= fS (x) 
=Af (x) g (x) 
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因此 
A CEFCX 208 x D) e CApC DFC = FN AEC )) 

£x LEDGGB. FLX Jmodf ix) Æ RF EEk An 的 代数 。 上 由 

FFC mod f (X) 是 交换 环 ， 客 这 一 代数 还 让 交换 代数 。 
CER 

A40 PF-GFR)M f(x)ext—1, WUgLPS[E£GP(2) Ef 
为 的 交换 代数 GPF(2)[X]/x 一 1， 

现在 假定 ,是 f(t2) ER s Ema vm, 3E. 
CFC2)/X 一 1 之 问 建 立 一 一 对 应 的 美 系 ; 

A= (Gn dj, ', 0 aa taxt e ba, ux 
为 使 六 ,构成 代数 ， 我 们 需要 定义 六 ; PARZE, HF 

A= (lp 0 GI) ü(X ) = Ga 二 

b= (bys bis b, € 5 x)m b, b xd To 
A Ral X= X), Hope (x )oejd ceux e Ca s 
MEX a-5büy3eBU 

ab=c= (cis €, cc, Cap 

Ri., Ai T B 
actb&—»a(X)cTb5(X) 
ab«—»as( x ):p5( x) 

athall x), ACEC » 
HE, GF(2) 上 秩 为 ff 的 交换 代数 GAC2 )/x" 一 十 就 与 定义 了 
问 最 乘法 运算 的” 维 出 量 空间 建立 了 同 构 的 y Ro VUA, Vat 
HT — e GEC) EROS n 的 交换 代数 。 

丰 子 这 种 观点 到 后 ， 在 编码 理论 中 ， 我 们 就 不 只 星 把 码 字 前 
集合 视 为 ,的 一 个 线性 子 空间 ， 而 是 把 它 视 为 代数 了 ,的 一 个 于 
代数 CE V WETS, HIE r. PR 运算 构成 代数 )。 这 
就 是 我 们 所 得 到 的 线性 码 的 一 种 周 构 才 未 。 

THATA TEREA 53 — Fb 58 am E RT TAL ER 

MELL RRIF DIKREOKG n 的 全 体 多 项 趟 所 成 的 集合 。 
WA, FALAR P EAA n EIAS] Epi ee 


128 


1, x, xt e x7 

i NE x"-— 1, WER oki M AR pon a )83 fi. WA 
Cx». È 

a(x3ea do, xr a, ux 

b x)mb, 45, x4 -- 2E, xt 
E FLPS, CHa) bix) PIRR X -—I 
HEBT | 1A, piira 

C(x)—o, teate Hen x EFL] 


Cc(x)-aí(x)bix) 
AOEZXEABE, REE WOBy3ge hie p. PF.OxOdE—-7 ERE UA 
Aon GA, WAR F boo HERR, iB FG, 
MAERA Fels JA ECx iW. A T E 
JBI X R SS 
F(x) FUÜxJ/x —1 
a(x) a(x) 
a(x)c-b(x) aix) +p) 
a(x)b(x) e( x )b(x) 
Aa C x ) Aa( x) 
Aa, PRA GG 与 HA. FE 


a= 0 Qj, c, G,,) € a (x)= Haa He Haa] 
atbíé—oa(x)t a(x) 
abt€—a(x)b(x) 
A^a«—»4a( x) 


ic, RAHET vien np 6i pos rH FG 的 一 个 子 群 代数 ， 
DORAS T GAItESRE BARAER TARM, wure 
PARRARI RHER, 

$13.8.!1 考虑 GF(2) küüsifzm ht REN, pd 
PHAR. Eie GE(2)U0x0/23— », KAARE 2. 


LITI 
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| * X 十 Ü Q Tot ox xX LEX +% Dx Q | L+ 
Ji X TX [ cg [+x +x T +z n Si 1 X tg 
ij Div L+ E X lx E [ +g% 和 Dota 
Lib d D*x X tu x I ta [ d Q "ud 
J [+ X tä [ +g I tzN dia dd Dex ii Lt 
L HE +z T + aX 工 寺 区 L X +z T x n 上 
os xx X T. [D 6. VÉ [tx i [ p | | 
| 2 2 i l 0 2 i » 
T ; ES [X DU De x [ j | 


i) L X It: 
3 lk à 
n [+x T [ 
[+X 点 I Y 
这 这 X ct [+x 
I +3% gY D x tX xoz 
LOB Rob X tg” p I *zN 
[xxx X kyi MESE sA 
lotta xotg Itz” z” 
-——— ie a mm- 一 


£-t X 
; 
D [ vz* X +g” Uo X tz% | itx tat 
D gt SO dex xt xotg 
siS o EXE 0 gi Ge | um 
zx Q H E RttX : [ tx 
i 0 T +x X : p 
x prx à I | ; 
ptg à I 2 : 
Lx X I D | 4 
~ -| 
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和 我 3-3, 

另 一 种 是 作为 FO) 上 3 防御 环 群 4x> 的 群 代数 《xs 一 

L), HBR RE 3-2, #3, NRR- 2 项 X BXABUTM 

HREL, fium, TERS AATE X 3X ox^-b x 4-01 Epx*- 1 
7] JE DA 7g 

(x^-- x -- 12x -- 1) 


ii 


x*x*4x*- axi ox cd 

二 1x 二 1= 人 0 
UE SEICECHBISE IE SER S pnm v CBE JS TUECPUEB EZ SE Hu 
SLurdug 844. 


第 四 章 ”循环 空间 与 循环 码 


8 4.1 RERNA 


大 家 知道 ， 线 性 函数 
yY = f(x)=ax 
有 如 下 的 线性 性 质 ， 
FE 十 xs) 一 [Oo fO. f ax -—A x) (4-1) 
除 狂 以 外 ， 其 它 对 象 立 国 的 变 钳 出 符 常 具有 类 位于 式 (4-1) 
WDM, AREATA "RET HS. REMA 
的 概念 谈 起 。 
”定义 4.1.1 设 广 和 历 是 域 F 上 的 线性 空间 。 若 对 于 六 中 任 
意向 其 x, R-E, MAr a EAEE y 与 之 
对 应 ， 刚 称 耳 为 空间 WY 到 空间 矿 的 一 个 变 措 ， 记 为 py 一 了 (xw) ;或 
T:>, 
Aor A EEE, TE A F E RES, 
定义 4.1.2 MPRE SpUydxTRTRAGTX (线性 ) 
FE gi: 
(1) XD THEM x, LEK, WA 
Txit = Tixo t T x) 
(2) 对 于 征 何 7 记忆 及 任何 xc, H7 
T (Ax) AT (x) 
RIT AVEW — TRETH, 
例 4.1.1 FERF LE nig EE Anan REE 
RT, 
yi 二 


Ns. T HERE -]- (s X 十 +r - +- Go X. 


| (4-2) 
Ya Sh] d, Xa 十 s+- F Opta 
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Hopayc FF. HOMCESRT, (EE x Gn. ms c0. x) €V ARR 
3X (4-2) TRAE DJ y= {Ys Vys 778 ys) cV. EH 


T (x)—y 
RELE A HERFRA (4-2) DEZ PRIE 
Xi Gi, Guru fX, 
Ya do Ca Oss Usa j nz 
Ya ar a't Gan Na 


其 中 


为 变换 式 (4-2) Bru. 
"eA T En UAE peu A ERIBDE X 
ÜYis Dar cU, Wal XQ, Xas ce. X414. 
Hp od 是 第 阵 Pme EI. 
现在 证 有 明了 是 线性 变换 。 设 
XI (Eis E52, XQ Cis Yas c0. Ta) 
Bii] 
T (x, 2-34) — C5, Tu, Eu, cn, ERA 
=é, Én e, EDAH, hon, TA 
=T (x) +T (x 
T Axi) = LAE Ass ce. AEA 
= AQ. ss cc, £T) 
= AT C) 
FREIE E ET ih E BERI IBJERA, 
定理 4.1.1 g FERF CH n ERES, e, es c5 e, 
EEH- HI E go Be coo. ga Er, HERR. F 
w RR-A r BRE pH E RT, du 
T(e)D-—gp, Tie =g, e, T (Ep =bn (4-5) 


I33 
并 且 流 一 变换 由 
人 《十 一 
XE SL. 
证 明 IFE xCE. xou MERI 


X= ée, Fig, Ht + Eren 


T AW — T OE bjia T e Lie) 
= A T lep TAT (es) to HAET (Ces) 
变换 了 最 然 满足 
T (ed)=g,, T (es)=g8:, c. T(e2-£, 
因此 
T (Ax) — A5 did A5 d rs Lg. 
= } (Egi tAdSdd Le) —AT(x) 
其 次 令 y—76; Hre, Hie HC ENF n 
则 有 T (xy) T (S R e:t — (5,0) e) 
一 
=T (x) +T (y) 
JEJE RPE E (4-3) RAE ESR — R, HU 
A-TV wR G aR E BI. dug E 
T, (ej) =g. 7, C0) fs, s T2 
由 对 任意 xie Eeo te Ee Hd 
T (x) 5 T.G,e, Eo ree 
=Ë Te) ot too) Hee kid (en) 
=g, tirga ten Hinn 
= T(x) 
Ee, Tee CuE HE 
a eA, ERA E.) TE hen eG c, 6.70.7 
55: 六 8: Se cpm TR AR E po S vo 70m €. E 
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(G,,, Gs. ttt, Me) Ek B; TEJE Q.. Qiu. coo. P, BU dbi Hi 
T (e) —,—0,,0,-- 0,0, - i 7-0... 
T (ej = ga =G €, Farg H e se, (4-4) 


T CA — 3. -—ü. e, 十 .ss 十 "tt i.e. 
AE, REJAT qp 
dj, Atia 


d =| Ter Fer Oea 


E Gt Gag’ 


AE, YERYdpBUEXEHERRE, VA V, E EATS n 
MAEDA LIAA, WAE ETE. WTHH 
H e aine E gT led e B.—-T(eO, AMRA 
0:;?， 即 得 到 矩阵 44。 反 之 给 定 有 4 后 ， 可 控 式 (4-4) oR E ge, 
gs， 从 而 由 定理 4.1.1 PARRET, 
PaE 4 为 线性 灾 换 了 在 基底 e, e, c0. e, Z FES AE E, 
PRESE 4.1.1. FREJ 
e,—c(1, 0, 0, e, 00, e,—5(0,1,0, >, 0), e, 
e,-(0, 0, 0, =, 1), 


MR 
g= T (e) = (äs, Megy ttt On: ) 


—O0,,2,T- et tan ea 
— — ` 
,一 T (e) 一 CHF Bagr ttt. Opay 


= Ae F 0,8, 下" 0o, 


B.— T en) = (Gins Goo. 177. Cn ) 
mii T0,,0. 十 … 十 Ga。 


因此 式 (4-20 Prie HAE T KERR 


Gir Hal’ Gn 
Tia on 0s 


I» Gs, " On 


EEA (4-2) PRAGER EE E R, 
$4.2 线性 变换 的 代数 

这 一 节 ， 我 们 讨论 耻 到 六 ,的 钱 性 变换 的 运算 与 矩阵 运算 
之 个 的 联系 。 

Hr, ERF LÉ” iti EEN, ea e, c. e, ECI — 
组 基底 ， 在 以 下 的 讨论 中 ， 我 们 恒 将 这 组 基 EEE, &143Um 
斑 .到 和 了. 的 线性 变换 ， 瑟 了 在 上 述 基 底 之 下 的 矩阵 为 4。 在 
$4.1: pz BR EE EE ER IS E E R m 的 式 C474) 可 向 
可 成 下 述 形 式 


T ale) Q4, Gls au f E e, 

VH 
T (ej) | Feisa Itt». 4 Os | 4| ** 
Ta (e,) Ger gp ito ug es Cn 


ETa T: 天 两 个 线性 变换 ， 则 由 
T (ac) —T ax) ^T. x) (x CF.) 
所 定 尺 的 变换 了 称 为 变换 174 与 变换 ts LA, AT =at 
7 sa， 不 蕉 看 出 ， 两 个 线性 变换 之 和 仍 为 线性 变换 。 事 实 上 
T wta RR) XT Xs) 
= (T aC) T 0 0) 十 人 Ca 
+ TiGx)) 
= T (x) +T O3 
同 理 可 证 
TCD) 一 人 (JJ (AEF) 
现在 我 们 求 两 个 线性 变换 之 和 个 王 了 4+7a 所 对 应 的 于 阵 。 
由 于 
Tilep e, T (e) e, 
rated Joale), | To 
Talla) €; Telen) e, 


= pi ee 
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故 
T (e) 了 ^e.) | Tae) Tale) Taled 
T (ea) — Da.) 1s e.) T ale) 


T (e) Ta CA 十 Ta ED | T a (Q..) Ts CH 
e; gi C | 
A e; | i, e. Li (E d. r) ?! eu 


e. e. zem 
xXx T — TU MT. BS m0 mA. 
HRA — TIE EEE. ERTEXZEIAQO BUSTA] RV) $8 pog 
TREED A RBS RID RD | 
| T 4T. — T aus (4-5) 
i GcF, TaB iBEE A, MB 
T (x) —aT alx) 
Bp vd TI etd TB, dB AT -—eTua WO 
HE, eT WERE, BT 
(«T a Ce) a (Tale Tale) 
(aT a) led || aale 1. al f£aCeo 


| C1 C» GU TA, H T Ceu) 
A £2. 
r= di ES eu - m (c Á e. 
ijj €. 
六 表明 oT 所 对 左前 算计 六 ed. UU 
Tacef, (4-6) 


TRT a 45 fa HS 
T! (x) — TOT ax) 
所 完 习 的 变换 了 了 称 为 迹 换 Ta 9 Ta ERA, IM T — afa 
RINER, Tala PARIR, WKE 
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T Tax des mm T aT an b s) 
=T Talen HT al) 
= Ta ax) s a0xX3)) 
=T die) a ax.) 
同 理 可 证 
TTD = AT aT alx) 
MER TaT a HIERE. BT 
(Tala) Ceu) TaT 4Ce1)) 
(T aTr) Cea) TaT a (es) | 


[az 


(T AT 9) Ce.) TQ ael) | 

In CHA Tagg cn 十 GE。 
Ta zE, - ds 04 dT done 
T g(0,,0, Jd-4.04 77 c7 小 Ew j 


| afale) ES m n Ciud g ECER | 
= : 


a, T se H tantal e^) 
fg (e JN | 1 €i Y €, 
= 4 y = v , ji | : | — (AE) ' 
M at (o VE af / ca 
这 表明 了 ,Ti BRREERR ARTES de. Disk 
了 (4-7) 


RERNA RF EZH BB d ZEA. B P) 2.1.4, 
— rnm pein EL OD y i 
人 台 律 、 分 配 律 ， 国 而 这 一 集合 还 多 成 环 ， "HS 

ÀCAB) — GA B — AUB), (AEF) 
xx jk--ck, M S b4R[E n EPXSIEEB NOIRE UL TEO mV, 
PRI n PERREN 
you V3] DC Aiiki RiR EG. UPRTE A "Dg 
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AÁACc—T, 
Jr HAB dX (4-5). (4-6) 和 (4-7) 
A BcT,-T, 
a d€—»cT , 
ABC— T aTa 
因此 全 体 线 性 变换 的 集合 与 1? ERRE, TEV. A R 
全 体重 性 变 扩 的 集合 也 构成 一 个 秩 为 1 条 代数 。 不 过 由 于 矩阵 
乘法 不 消息 交换 待 ， 收 这 两 个 代数 都 不 是 交换 代数 。 
经 圭 所 述 ， 我 们 有 
定理 4.2.1 FEH n ARRE 广 -到 其 自身 的 全 体 线 性 
AE TREE ELRJIR EAM HR Di UP b n pre EA, XAR 
Bk Ww, 
HCA RE ERES 8 IB I3 2X FEE YA IJ PIE ROTE I. 


$4.3. AUREIS. RBS 


根据 前 一 节 的 竺 果 ， 我 们 可 以 建立 矩阵 多 项 式 租 变 搞 多 项 式 
SEE arm 
UTÀAERFELEnIEXITER[B» E, 到 三 。 的 线性 变换 ， 我 们 可 以 
XE LEER T UICE 
TP-TT, T=TT?, ~ 
Jt HH zE 
一 了 
此 处 是 单位 变 措 ， 即 
IOx)—x. N—U] xcv. 
Xx F LX S3 
f (x)-—a,ra,x-4a,x*- -ra,x* 
我 们 相应 地 得 到 一 个 变换 多 项 式 
iT) =od ta Tta T a 
利 一 个 矩阵 多 项 式 
f AD ad -to Ata dà ope Eau A" 
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Hop o4JEAEQ4R TEE, TEn xn RETE, 
ELT n BRARERALXEBQEAROGY Um. dE linge 
I. A. V, o. A” | 
ERER, BISAEAAUUUTBPeCPFI-O0, 1, Zye 
HO. ug 
f CA) —aV Ea, A Ea, d a.a 0 
IRIRE e Ej PEO MIAR, HOS 
f (To =a, +a, T +a, T ee Ea T7 —0 
注意 ， 等 式 厂 边 的 0 代表 等 变换 ， 即 
Oix = 二 0 ， 对 一 切 x 全 5， 
REGE, HATEN ATERT., M Ati EZR 
f(x) 存在 ， 使 
FOT 220 
定理 4.3.1 对 于 域 记 上 的 了 7, 到, 的 任何 弘 件 变换 TT， 恒 
存在 唯一 的 三 上 的 首 一 多 项 式 m (x)， 具 有 下 述 性 质 ， 
(1) mT) =0; 
(2) 对 于 任意 f(x)EFCxI, d$ FC02—0, 
Brixofix), 
证 明 CIR PUES 
MetifixsHf(x)&Ftx» fCT)-0 
E X RRMJEEARIS GUB OI x 的 理想 。 由 定理 3.7.4. MEEFUxJ 
aE EH dH, T ik, ETE- 首 一 多 项 式 m(x)。 僻 得 jf = 
<m(x)》。 Wt. HERSES, FCT) =0, d di 
mix) fix), em 
称 具 有 定理 4.3.1 PR f EE (C10 $8 (20 Amix) Xi 
TEI aT BIG e R, 
显然 ， 线 性 变 措 了 的 好 小 多 项 式 就 不 FEX] 中 满 是 六 (7)= 
O mI XY E uxü] Pp 2-10 3X. 
E PERH SRT TUSHIRA, HIRTEN n DRIVES 
hx r0 Ae E e 


idi 


IF ECE n HH — Ei 
Jg (x } == C Fe p H "TAE iii +” 
WX RM Aon x on EE 


o 0 1 0… 0 
s| o f ans dos o 
0 0 Q0 0 1 | 0 
I—e,; —e, —e, —06, 一 Ci ‘ 一 cn 
AW daa n — 1ER BH, 
JRC HB -ZA balx) KAETI We 


E H4.3.2 ICX) =ne te. NU -opR w^ KA Bu FE 
HEEE SSMA, MERE BEC. Wex) 为 最 小 多 
项 式 。 

uu BETAH C HEME EE Voer Hid 

Co €, *', e, 

Api.83--£8 5x, Uni 
T (eie, 
T (e) - TCT (eD) =T (ei =e, 
T (e) 7 T (T eD 一 (ee 一 
T {en = T (T^ (o) T" ie, =e, 
T lep =T (I (e) -—T"(ej)-—-—ee.-ce, 
— t — 0... 0,7 e —0,) (eu) — 


"Tj r 


— C, (Bc ed 


C. 


Fk] Ut 
(0,4 -- c; P abe TI! TTG) Q0 
3 Ep 
9gCOQT (e, 一 站 
iT 


FI. " di 
Eis Eg = fj Edy ct, R = f ta) 


idi 
kb V.BAENE, KIEA EV MEREN 


AM = a 2, u^ es dm rn. 12. 


=e ba; g) tee e, Ti (e) 
= (aJ Ha TH 2,177) (e) 
-Íf(T)(e) (4-8) 


其 中 
TEx aa da x4--4a, x71 
ERF pue s—3d5) 28. BINE, ATER XC. EA 
g CT)(N2 - (C Ce) 
= f (T) CET) Ce) = 0 
T 
9 (TT)=0 
Ho (T) ERAT, 
MAEM n Ux E 项 式 g9 (x ) move xe + oat"! ex" e 
WIS CD)-—O0MÉREERBIIESIA. E 
f(x)ma-ra xd4ecraQuxU! (a; 不 全 为 0) 
AETEXSEREEO «Dn HJGOSGM. BUT Oa 不 全 为 0， 故 六 中 的 元 素 
X 0,0, 0,0, + F6, o, ^ 0 
mx (4-8) 
f (T)teD — x0 
3k3EH f CT)-0, Bb, 0x5 EGG RT IBIRAA 项 式 ， 从 
而 g(x) 为 Cs 的 最 小 多 项 式 。 — GER» 


$4.4. $Q FR "x [B 
EAEE n E ARA Scb DEE— RMASGIREE(NL. YET 
ERZE Zib SETY1xReiELDTCEOTDE ES 
Az M, 4.4. 1 BOSE BI nti en zB TÆ F. g 
Fa KES EAM E ARETE S WR Te At: 
HEAR xe Ss, ques TIES, 
Nj WRSCOMSEBRTSIAISESE]L 
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in .S A To mJopcequmjw. P n DASpak qe T 847-3 nini 
SS SBZ dS. ined pi 
T:S—S 
为 出 原 变换 
Tiy.—V,. 
直面 我 们 介 经 一 种 后 成 不 变 了 空间 药方 法 。 
BETE, r, ARE, ecc. 显然 ， 了 的 件 意 和 包 售 
c 的 不 变 子 室 间 必然 包 会 所 有 形 间 了 TD BP Ino. Gc 
ICT) 是 变换 了 的 任意 党 项 式 。 考 虑 集合 
Z4 f UTD (a) f CX OCC FP Ex 3i 
不 难 证 明 Zu 是 r RRIETA, HAETT TF £O HE 
此 ，Z 是 人 的 所 有 忆 念 和 的 不 恋 子 空间 中 的 最 小 者 。 
称 Zu 为 由 元 这 a 生成 的 十 一 循环 子 空间 。 
RERE. HT aI ERAAN. 
X a-0H5, Z,—105, Raia T a HRN 
E g(x)-cw-te x3 oux 7 Hg x^ 


T Za” Z, 
的 最 小 多 项 式 ， 且 设 s 二 8 ， 则 2 市 的 向 量 组 
a, Tío), ee, TUNG) (4-9) 


RETE SER. SIS. SDAETE OU pA mS os Orts uus (BUE 
aX a,7 (€) - ---ra,,1^ 1 (a) = (auf "Ea, T 4-2 0,,,] ^7) (a) 
—6T)(u)—0 

其 中 

$(X)-a a xd Ge"! 
列 对 于 任意 x= f T) Ga” BB 

P TinQ S= pi T STO O= f TA T) p 
XEBE e To -O. m'*g x EISER T Wp Ii Bj 
WEA kd. Bppn d Cdo guineo Mime (4-9) 
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还 构成 子 室 间 Zz Wk. BOT 
g (Ti =e a e, T (0) - Ro TOO AT” A 
四 此 ， 
T (0 = co To Tl!) (4-10) 
这 样 一 来 ，2Z 中 的 全 意向 量 了 {TD} (rx) WW EARRA (4-9) 
的 线性 组 合 。 因 为 f(T) {faq) 中 如 有 高 于 4d -1 次 的 项 
T ia), Ta), -- 
HTE (4-10) 作为 式 (4-9) 的 线性 组 侣 。 
称 式 (4-9) AHATEEN Z. HARER, 
反 过 来 ， 如 果 钱 性 空间 六 , 的 子 空间 SS 以 
G, TD, , T^'nrg) 
jg dne, WS deem T—q 9B T£xm. IX xcsn m 
a, Ta), -, Tica) ARRE 5, Bi ME FOTO). Rm 
之 ， 任 意 了 17)fo0 Za, T, e, T*U(«5 的 钱 忻 组 
fs AA F TKO pA Td- 次 的 项 可 按 式 《4~10) 化 为 式 
(4-0) KERTEH £o MIIE 
S =Z = 4 fT} f CX CE F Cx )) 
Ub 7 ca) £a Ca-100 AERE EIU AEIEZH TBI, ARIA 
QiX)-—eo e xd be ux x 
BAR xS T (Zo 的 最 小 多 项 式 。 
£s Lm. S309 3 
定理 4.4.1 ESHREF LnfE£EPETEPP»E,T TO, T 
X V.D V.RHIIUGEIA. TE SAT RTE, SERE 
fr &«30€-s, 4i ! 
a, Tm, -:, T*'(a) 
HR SRE, FH, MEERTENS 的 维 数 等 于 诱导 变换 他 
(5—5) Hr- pp 
gQ(XJ)zc,-o,x-ieos ux mni x* 
Had, MIx) KETO 通过 枯 谋 的 表达 式 
T (a) = —e,ut—c,1(&4) 一 Cal () 
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互相 联系 。 
最 后 我 们 讨论 了 一 循环 子 空间 的 诱导 变换 的 些 阵 ， 
E Ze A Va Hd ETAT EE wu 
a, TCO, =, T^'da 
为 Za 的 基底 。 人 入 T O E RARA (4-100, wg 
7 (a)—- Tia) 
T (T (00) 1" (a) 


T GO (8) =T (090 
TCT =T (a) = ~ce eT (GR) —--e,,T Ha) 
Eti Ta M 
T tla La 
EHE Te, e, TOO Z TERN 


0 0 Q1 
—€y C0, 一 Ca ~ Cii 
TE E ṢẸ g và T ZE’ 09 ERR € xm uxs0x)-o 
十 CX 一 下 十 Gag% 十 x 的 伴侣 矩阵 。 


Hik., RIIA l 
定理 4.4.2 WEZ. V. dT m. düpS Se 
"E fh 
T i54. 
在 基底 


a, Tob, e, TOY) 
zTFIBDEBAMTUIaNEImBR IBS. 
$ 4.5 循环 码 、 系 统 循 环 码 


—RBAPBEdtSCPFO) EUIR i, UE Vn 是 GF 
(8) EBI ntan, B$3.8, V.) 28 dC GE qG; 
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(X1mod(x 一 1) 间 构 、 同 时 也 与 GTC8) vx 5» Bj SE du XX 
KG 同 构 。 以 下 我 们 将 根据 需要 ， 用 六, 铭 这 两 种 间 构 来 肪 示 六 
ÞE, 以 下 我 们 总 假定 n, 90} 二 1。 

定义 4.5.1 ,的 & 维 子 空间 了 x 称 为 一 个 拍 环 码 ， 如 果 寻 
PEE (a Gys, s Opa) EF a, H ZE (Gy Gis tes Oni) ENF s 
就 必然 有 nair dye G Y Gaa) EF k 

T Ay Bg H PAI G A 5 CX BR. 

定理 4.5.1 Ve ÆA HHE V. E R PS G h ES 
理想 。 | 

wA rÆ d. H (Ga Gi c0. dg) 对 Yr BN Gt 
G,x4---a,,x CV... Pj, atat crasQx" H dXX 
(G,--G, xd eeu xt e de Vu d oC XS dE XR $E x 1, 
则 有 

X (G4 HANE pa, x1) —a, dax eaux CV, 
JR Bi 

(lais Go, c, OS) EF ro 

Res Pa zETREM ES. 

RI, Hr: EI RBS. XT G0x), bOxOCF. BU. 
是 线性 子 空 |o walr B(x)C€V,., kha OEF a 
B sal xE t—4p. xalx), xalx), tm TV. [X 
WER TIER OG X pOXOC€PG, Wi p(x)atx)0CV.. XXE 
Hi/.3x PG op SESS, 《证 E 

BH cEFEGEGF,s)mrod(x" —1) tW] 3g, HEF., EOF 
(8)mod(x — 1) 的 理想 。 根据 定理 3.7.5, FP, jJE GP (9) 
mod(x'— 1) BI:EZEXAW.d 8 (X) 为 该 主 型 息 的 生成 多 项 起 ， 
Rig (G 一 12. FEH: 中 的 全 体 码 多 项 式 的 案 全 由 8 (%*) 
的 一 切 可 能 的 信 式 组 成 。 反 之 对 于 任意 9(%X)， 只 要 g(x*) 
(x" 一 12, WAI) WHER NUUS COLTA e P6 的 
—^rx EA, Aude r vBM E. 

&& g (x) 2g (GM B Se P e XA S. 
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Fx 3RÍdPDIETATRARDIN CHR E-- UBND. 
glx) X (n, k) WIAA Fe WERS, Him 
x'—i1-sSí(x)hííx) 
$e 113r BS 
deg (X)— t — k, degh(X)—Rk 
设 
EXS git gat tga, (2c 0) 
Me xE URA 
a (xX) = (m tma t e H Ma TTT ) 
XC HB TSSRICJEYD 2U' RS BE, V PRBE A 2 个 ， 
AH k= nr, BBr-n-k, xCXUj, degg(x)—n—&, 
大 而 degh (x)= hk, 


ICX), xg( x), cv, x"! 90x) (4-11) 
在 V. Gg X FG 中 的 理 柜 ) 中 是 线性 独立 的 。 


fr 
3,9( xJ)-a,xg(x)-—---ra.,x"g(x)-a(g,- 
g+ gua x7 ^) - a x(gs dc gix Fr gu ax" T) 
He ara T (vb gu x rb eva x 7) O 
网 将 上 式 人 台 并 成 一 个 关 的 多 项 式 后 ， 其 系数 应当 等 于 村。 据 此 ， 
首先 常数 项 应 当 为 零 
aga Ù 
E g0, AECE gate E ger Ux - 0X B, 
5g CG1) mHBSEZ IE. Aitant., KRANS A 
aga 7 O 
从 而 91 一 0 ， 余 此 类 推 。 最 后 得 ， 
一 0 一 … 一 CI 一 小 
更 进一步 ， 我 们 证 明 式 (4-11) TAE P^. BYE URL 述 ， 
HIRIEK ;中 的 任 半 人 码 多 项 式 a x) tI deu 


: . n I . k- l’ f a 
a i x)= (my tena t ee HX G N) 
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—n"my,g( x )-emuaxg(x)d- com, ux six) 
bx S FEA SERRE FO) 以 


d 
l, S. X, 


A-| 


ILES. 
Hiko Bub. dites Fa EA RTEDH RA Fo C BU 5 pu 
PEE 


k-10 
go) 81 g Qant Ü ü “+ Q 
Ü go gr- : ë Guk Ù - f 
- 4-12 
00 gre > Dn (4712) 
0 0 TE: go gi Jaa 
k- 1i- ù 
WW k x n BE, 
fe Ez 
hOxao-mh,- hx 4 hux* 
XX 


gx)hCx)—(Cg- gixi b guax Ch e fax T ee 
x") —x"—1] 
i 
got; = — 1 
goi, t gif = 0 
gs! gi 十 eb F ge cu ky -一 Q (4-13) 
got, ib gu Ius do guai = 0 
MEL i 
RE MBA 
got; + Gii t e gu aft ua = 9 
(171, à» t "—1) 
Goha H Inet = 0 
Ete (TRES Ve E aieia eE A 
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he hyt e h 0 m0 
a ( he fpem d hn 0 | 
0 DO f ar f 
由 式 (4-19 Gh np 
G =0 
Epok xin— hk) pE, 


(4-14) 


BRAhCx) ATAPI Va MRE AM. dt AGA p 25 中 ， 
Em UIERZ IARE TRE MUERA nR — SORA 
FE. FHM V. Aat Eny. MEE Ep RO 等 于 
校 验 多 项 式 有 上 (*) Ri, MHR MERAT) 个 数 等 


于 生成 多 项 式 9(x) 的 次 数 。 
R RRINE REP £8 55 9 T2 8] 0 C 
I Fn 为 FG 的 同 构 ， 作 变换 
J(a(x))-—xa(x), og {xX)EV, 
显然 了 是 天. 到 天 的 线性 变换 。 
BE CAES. H V. 的 基底 为 
g(x), xg( x), 1, xala) 
3j Bi 
gx), TOS C(x)) w, T^À(98(x)) 
AJ YS ERE UV. sre: 2g B—ex:ix. 
hx = 
于 是 | 
x= ho x)—h,—h,x—-.--—Hh, x! 


从 而 


x'üix)— hu x) 9 (x) —hg( x) —h,xg( x ) —-- 


—h,,x"g(x) 
t: GoB4HROx)0g0x)—x'—1-0, Uit 
T'(g(x))-—hg(x)—hT(O2 (x ))—-- 
—h.T 7 (gx)) 


(4-15) 


Hiem a.il, JAIR Va IC) 生成 的 了 一 循环 子 空 
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H. Epos) Ær LÆRK. H a KH A N 
AAC) dA S SE 
dr) 

最 小 多 项 式 。 

友之， 车 广 .的 子 室 间 六 是 由 9 (x) 生成 的 了 一 箱 环 于 宰 
Ph HRT E3 (4-15) xm. B 天 必 为 由 8) ^g 
IE. 该 铂 于 子 空间 中 的 任意 元 素 为 

agi X )-FaTCg (x)) Heta Tg (x)) 
= (q Tax 二 oI) 

B3; 90x25 PHEA. EE, 60x) B8 X Dx RA 
于 至 闻 中 的 一 全 元 素 。 因 此 产 * 为 和 90x) En E, HUP. 
HHI) ERIE, Mif 9 (X u(x"— 1), 

综 上 所 述 ， 我 们 有 

定理 #4.5.2 V WWT P ABI) 生成 的 短 环 和 码 当 
ERr EBS) 生成 的 了 一 循环 子 空间 ， 其 中 了 为 由 式 
(4-15) 定义 的 六 ,到 六 ,的 线性 变 挤 ， 

4.5.1 设 和 = 二 7 了 7， 在 GF(2) E, 1—1 可 以 分 解 成 下 
列 和 不 可 约 因 式 

w= — 19(xi-Ex*--1290x- x 4-1) 

关于 GH(97 上 x 一 1 的 内 式 分 解 问题 ， 以 后 会 讲 S) ix EÈ 
者 不 难 驻 证 上 述 因 式 分 解 的 正确 性 。 

Hg(x)sex--Ex-e-1, 我 们 就 得 到 一 个 以 


131901000 
c9 11090100 
0 01 1^1 0 
000110 1 


Eye 5XROEE DOT, 42 d8ü REC. dcphOx)—-(x—1) 
(x^ x4 1 )mx*--6xBXxXGCI. C aA ES BLUR AJ 


1 0 11 10 0} 
H=| 0 160 i | 1 J 
0 0 1 0 ; 1 17 
显然 这 个 《7 ，4) 循环 到 号 二 元 汉 明 (7, 4) 码 等 价 。 
事实 上 ， 只 要 将 上 述 五 拓 阵 戎 行列 如 换 
C 20 3 4 85 6 7 


js 
4 2 5 6 7 8 1/ 


就 得 到 第 隆 
0 1 1 1 1 
f 0 0 1 j 
1 10101 
GERE (7.4) 二 元 汉 有 明码 多 一 致 校 验 容 阵 GEA (2-259, 
最 后 我 们 讨论 如 何 将 猪 环 码 作 为 系统 特 环 码 的 问题 。 


gix) M (On, k) RIB P. 的 生成 多 项 式 。 由 欧 几 


Co mM dC 


x'0(NX)g, (X Hr (x) 
degri( X «& degg (x )—9 n — hk, FE ri(x)—9 
i=n— k, m"m—bh- 1,55. n=] | 
qd x'O-nox)egsix)g0xX) Æ PRABA, PERAR 
^ mp | 
xt opa X, e, xl mp x) (4-16) 

构成 天 的 基底 。 若 
一 十 -十 
= 9X), guai S) He nGa I 


G, kl X 


则 因 
degQ,..4(X 27 0, e, degg,.., (CX )— ki 


QA- 8A 


PETI X) = [ih Trax z.. F Fiy b. 


ri. 


j51 
—r,a( x) at 
G LE ( x ) - x77 


—F xp. 


— fps — Psi itt Fi a-t) 1 00V 
=| 一 mm Srp onus O deo 
kaye o CUTfkea O Pk s-e O 01 


RPR kxn — k) 4E, JARX REMEK, 

利用 到 的 置换 ， 也 可 以 把 式 (4-17) 25g 

(I. RJ 

WIE RRISE JRH, Bn 一 上 位 作为 一 致 校 验 位 ， 
后 名 和 位 作为 信息 位 。 我 们 称 人 以 式 (4-17) 29 RB EE UNI OS EP 050g 
系统 循环 码 ， 

例 4.5.2 (025498 P 4.5.1 中 出 9 (x)= 1 十 XX 十 天 生成 的 
JAC. EL 

x —9x):1-FCA1 T x) 

x*-—- gx): x T(x +x’) 
x'—g(xy(x-41)-(10xx» 
x—9g(x»)x'-c-Fx--1)-CLl rx) 

BrE. CHEARN ESAE nz XR PEZ 
(1 x)-cx 
( (x --x5 十 
C1 0T ox xD x 
(1 十 x) 十 x 
1 1 9 1 0 


pas 
> — 0 
gar. 


1 1 9 
1 1 0 0 
0 1 0 
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Big, Dbm-/1:i295013) JEBHBEBEIISE, TERP Dx 
EREE, TAr S ppm p 5E S 
(1101880024-(11180031010026(1010001) 
=(1 001091 I) 
uf AFR 4 位 是 信息 位 。 
$|4.5.8 Agea, nsi, ACFC) 上 有 
x*— | —0x— 1)0x-F1)C682 1) 
NgCx)—i-ctx, TUI SI 7T IEB BEES 


1 1 0 0 
G=; 1 1 Ò 
0 0 1d 1 


的 三 元 《#4，3) 98 ER X3, H Thix)—Ox—1)20]77 1)-— 
x'-E2x'-R x-B2., WRBA RRRA 
H(121 2) 
根据 次 儿 里 德 除 法 ， 显 然 有 
X-—g9(X)-1-2 
x*—gix)(xT22)T1 
x'—gixJ)(x^--2x4- 1)4- 2 
因此 该 三 元 (4，3) 循环 码 作 为 系统 和 码 的 生成 矩阵 为 


一 2 十 * 1 1 0 0 
see 2 0 1 J 
— 2 4x! 1 0 0 1 
Jt H. 5 G" Xp x B3 — S E RARE 2J 
HÍ'—(1—1-—2-1)-—-(1312)7H 
AN. RRAESTOBJIS Agr 1 2 12. ME A RI RITI ne 
(1100)2—-(10202—(102 122(012 1) 
可 见 码 字 的 后 3 位 是 信息 位 。 


Cr = 
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$4.6. ABNT 
EN 4.6.1 HSER 
gear) f (+) 


X 


为 多 项 式 f(%x) 的 互 反 多 项 式 ， 并 记 为 f(x)。 

ii. xy 

f (x)-—a a x4 -craj' Qux" rax" 

5 
T(x)-—ux"-ra x" !-E----a,,x Ta, 
一 好 十 外 X 43 rax Rau 

EaR n, k) fESEREACH]— SCORE E OBERE H RE dC [83 05 
(的 生成 年 阵 ， 且 C EAsSAPmiAO ) HAREA) 
BA C 的 生成 多 项 式 。 因 此 根据 上 一 节 的 结果 ， 我 们 有 

定理 4.6.1 iEO9(x)-g-cgxdeeBgux". hx) 
h,--huxd---hs', Bg FG, x-1 =g(x)9h(x), PE 
(n, k) JEIEERC—49 (DWAR (n, nk) MR 
gs C- — (CX 0)», 

下 面 的 十 实 告诉 我 们 ， 由 镇 环 色 的 生成 多 项 式 往 住 能够 泥 取 
43 X IRET ED ESSE E. 

定理 4.6.2 ib C,—gOx 05, Cm GS CX 2E WI 9S 5I 05. 
TE, CSC, BUS 

gat x gt) 

证 明 ROCS, WA gOx)€eC, NH aa, B 
glx) = 了 (x)g(xX)}， 即 9.(X)lg(xX)。 反 之 ， 设 95.4%) 
glx), MgC s Cx ATERA) SFC 
g,C X JC, Waga(x)— f(x)s (xal ECA CEC 

enm» 

这 一 定理 的 直 按 结果 是 

定理 4.6.38 idtx'—i1-—-9(xonox) de FG i xr. 于 
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EWA CSI Cx) IBIESEDMS EOM 


R(X Or, 
证 明 A aH EZECH xC, HCt- 
OX), MAEM 4.6.2 vien, GE 


上 面 的 定理 是 很 名 用 人 的 ， 它 向 我 们 提供 了 一 种 由 生成 多 项 式 
和 和 校 验 多 项 式 判 别 微 珠 码 是 否 为 自 正 交 码 的 倍 单 易 行 的 方法 。 
i 4.6.1 i"—7, 在 GF(23) 上 有 
x 一] 二 (XX 二 19x 十 十 1) (x 十 x 十 1) 
我 们 考虑 以 
g,C x )m (X - 128 8 X 1) 
为 生成 多项式 的 (7 了 ， 3) APEC, 并 将 它 和 H 4.5.1 W 
(7, 4) 循环 柯 怠 一 (9 (x)= lata 十 1> 作 一 比较 。 
BHTS30x)0g(xX), HEE 4.6.2 得 
CEC 
Æ E gb. HAC K BS AAC) xan, 
hista Iga 因此 
C=C} 
Rp 
C S&C 
ZEH, C, 是 自 正 交 码 。 
BCPRCOx)Ig,CX ), TRIS EE 4.6.3 UL ET DITS IB m] EE Re 
定理 4.6.4. i C,— 0g Cx )9 Hl Com 6gLCX 223 A dii 1f 
码 ， 则 C=Cs 也 十 循环 码 ， 并 且 
C-—O9x))5 
Ripg(x)e—tg 0X2, «Ux )J, 
WEBB. Hea.. ZER C Rips, RiR aE Ce 
E FG AiE, dT OoCcC1C,. &i& CAE 42. ER 
a(x), bOx€cC,( 1C, WAC MWC S8, kal) 
bix)cC, Haíx)—b t X)C C, Migatx)—b CX)c Cf 
C, Xi PQOX;jCEFG, WPpixsa' xjcC,nbix;at(x)Cc 
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C, M b(xDa(x) ECOC AEC = COO, EFG rm i 
BEC X 02, JUS Cx)-mUg X), GaC), zi] 
uU C=C C II 
IXJ PEX REX), gx) 93(x)gs( x) 
Xpr4EER GCX)— £(X)9CxX2C:C, 我 们 大 
a(x)—f(x)p(zx)gCx)€C, 
acx)—-f(x)8(x)g,Cx )C C, 
因此 c (ECC WESC 
Rwa lx)EC NC, n 
a(x)—fix)gCix)—h(x)g,Cx) 
Hu gOx)a(Cx2, g(x);a (x), Bpa (x) Eg Cx) 和 
gix) 的 公信 和 式 。 pd dos lal), Wals) = rix) 
g(x;C C, WB; C, CLERC. XE. 《证 毕 》 
pi quà C, tC ZSlaCx)-FbCxo)jaCx)CC,o b Cx 2C, 
AE 

jiXE 4.8.5 Vt C,—4gu0x p4C.—0nCx 0E P T) A 

ig, ECSC TC, mitai 36H 
C-49gx))5 
HUgBgOx)eiunx), gu X )) 

ITE mACE, EHRa(x)-—a(x)-AECXD, b 
(x)—a,(X)T E X)CC, TC, 其 中 CX e;(x)ccC,, f 
(X3), Pal 0C. qoka(x)—-b(ix)-(a(x)—a,Cx ) 4 
(Cx )— 4], 0X DEC t CS, HPC) EFG, WM Px)a(x) 
—px)a(xX)cT DP(x)B,Cx)€ C, CS, Df; C=C, cC, JE 
FGvpitj—4-33818, M ng de d563$95, 

Cc-—Ugix)», Mopeotixo-0anr), 90x), RAHE 
MECCS (X200, AA 

g, (X )m PEX) (Xx), DEXJSICXI GX) 
XT 4E Ru xXo—fixig X?) hx. X )€2 C, t Cs, 
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我 们 有 
aCx)—(f(xJP(x)t h(x)a(x)g(x)ecc 
因此 C +E C 
RI, pp CSC +C NCGS tC, RUA 
g Cx)imit x), g'(xog,Cx) 
Bb. gs (x )l2 Cx), NK CC, C, CuE RB 
例 4.6.2 HEP] 4.5.3, GE Cu mC1-- xo», HERAA 
i 1 à €C€ 
G,-| 0 1 I1 | 
0 0 1 1 
BC,—4(x —1)(x F1)» mx - 2», BERAY 


2.0 1 Q 
am 
0 2 0 1 
HFP Cic x)O)T 22. CSC. Si E, G, S 113 E 
C, WS 117138 2 与 第 2 行 之 和 ; €, BB 2 fide G A 35 2 43 3E 
2 a 3 1240. EKA C.CcC, 
HPUIx,xx.1)exrl1, 10x, 1)—1- 
x, BE C,f]C.—xL 15, CCS Hth B X C,m—C,, 
i CIC -C,, Ci C,—C,, Br ER RE AE HB, 
储 本 节 的 末尾 ， 我 们 考虑 最 常用 的 二 元 循环 础 。 由 于 (n, 
2) l, KARI E. 
££ GPFC2) E, RHE 
和 一 工 一 人 十 和 1 十 和 十 和 十 2 
C=<1 十 % ?是 (n, n— 1) 逢 环 码 。 因 为 1 十 % teeta 
的 互 反 多 项 式 就 是 它 上 月 已 ， 所 以 (= pBxTe-lxU5,ci 
是 l Mm, RAAT, MEME 工 向 量 h, Wut 
—"^-—3u[5] Xt h ERRAR a He (n 
Ex EBD. RNA 
ÆI 4.6.8. Zya (n, n— 1) fü W;C—O1ctxoBée 
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kn ERER ENEH, 

推论 4.6.6.1 ZERA C= CDRA A e R 
w HA C1--x0g(x), 

证 明 C=<g (s DPHE RA RE ug ECXHixucca 
(1l-Ex»XBBUS O1 x)9ig Cx), (HEHE) 

推论 4.6.6.2 ERER (x) 是 自 正 交 码 ， 则 
(1-F-x)0ig Cx), 

证 明 ——356 HOECERRPQOCHEMER EX qq EAR 因此 ，(1 十 
x) gCx9, 《证 毕 》 

注意 ， 上 述 推 论 之 道 不 真 。 

例 4.5.2 中 的 二 元 《7，4) JAI C= 1 +x tR 
有 奇 重 景 铅 是， 因为 (1 十 Xx) 二 (1 十 x 十 x’)。 而 例 4.6.1 中 
的 二 元 (7，3) f&*R BP C, —-4(x-4126G?- x15», B 
A uu ini. SX D, Cii AEZ 


MR 


zd A R K 


35.1. ATRAKT iA 


TRR Jg jh ALAA I jg S S TRA A pR 13 38 
HEE (Galois) TR. RERA ECONOMY RAGEQUEL. HW 
TGF a) Xm 9 DURS PRX, 

EDH G0, 1 DIA CDS TA EL 2n RD A LÁ AUN Att 
ijj: GFEC22, X, Bi PRE A ER Ean Ra CPGE 
JC) 

{0, D 3, c, #— 1} 
TOIELPEPZEIQDERGFECPO, 

EL is m IEPSEAERAR GE.) HADAR- aZ Gam 
(m ue SEX 

3E 4g —4p ERO EP dEZRSE S SETJEEY Ui ARAGPIEGE. 
Ta BAAC) EDBBURARSEOUAEUN SG ET EOD GE 
iius 一 1 阶 有 限 群 。 

I TZ53eudeuenmBprmPTuIR e. ERAGE 

gus] 
HumsohibS x4 n. —THEU ES " rea 4 生成 -一 个 也 箱 环 群 ， 
T 
(03-11, a, a x ou 
dei pP dE ROC XX R RE ERN E MONidr dE COE 
的 阶 。 
JE $ 3.4 中， 我 们 曾 指出 过 8 DA RPA ETD a Jin 


VRBE EE GE COO 的 9 — 1 MIRER PC SE 3e dra ER 
ER 

EAE 
HIZ, GF) GHI SB 


1=0 


若 把 GP 9 ) CORREA NEA, Samus GP) 中 的 


室 理 5.1.1 cim kCF'rg») PRRD ENSE 


2 o—i-c9 (5-1) 
me Wrap OP) (EJ ALT JOZ E 2-758 


MAE. q 阶 有 限 域 CFig) s AAA (9-2) Bg ed 


定 民 5.1.2 dk pla on UJ. WA GE noXSE DE 
dX. HIA n AAR. RADILAR C dWARCORGMG = 1, DER 
cni. Adr pA RIR Cria) qIRÉ Sg —1 Ep 
Wap mie Gros) WERS Puls ML. 

显然 ， 和 天 了 WpHG OF a EER Go. Gr) 的 
人 LU d ÆRA G — 1 eriin Pur? BDPH 
Him GI (4) BpwLuoutuelde CEC) WpeaidbLS B 
HI US. " Ae GP 未 为 

GPFiq)—10, 1, a, 8”, e, a^5 
定理 5.1.2 B Big GP(g) ieie A HRI, 
HEI 方法 1 一 2 这 ， 定 坦 显 然 成 立 。 设 9 T à. TA AE 


Th 
Ég-r1üxpmUFf(RX. 由 定理 8.1.12, EGF M, 
方程 


g - 1 
x â © 一 1 一 必 


至 多 有 一 一 个 根 。 于 是 在 GPL9) 内 oo oes 
满足 


由 于 GF(g) 中 有 9 一 1 个 非 OGUEL. di]—— 9-1, Bj 


Jb ffira-0ccPFi9), 使 


m 


现在 我 们 断言 ， 域 元 kbsa V 阶 为 99。 由 定理 5.1 1 
P" =a =} 
FUER EE 3.3.5, ZG ZR AS MEA 
Alg 
因此 A= gi, BP I SEAS, 另 一 方面 ， 因 为 


g-i -二 -| 
ba f -| afio e je i; di $ t (5-3) 


W =en Trj. DO sena hj 
byis( biri yr =1 
此 与 式 《5-3) PJE., [Bt 6. IE 2S ai. 
作 


TH 
G == | | " 
i! 三 1] 


WiSaCGPO ON WER 3.3.6, a 的 阶 为 
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m 


H 97 一 一 | 


= ] 
方法 ?2 Bak CF) 中 具有 最 大 阶 r 的 元 素 。 由 于 1， 
a, g, ed7 Ropa] Hog, MET Sg—1. 
IX A+ EGE), REBRA s, XUI S. sir. 
AM pU D. WRr =p, saps, 其 中 pir, Dp 
S. VE. HEM 3.3.7, a" HRA 
pr pr 
(VP) Py 
v3. BU BEDA D). Bpe O, po-—1, dtp 3.3.6, 
aCB" 的 阶 为 p". Box. ro—prÜ 基 景 大 阶 ， 因 此 5 所 4， 
WEH, fLtinshdtER s Mx XY ARWABBB3eBRr. M sit. T 
任意 B EGF) 都 是 方程 x 一 1 = 0 的 根 。 由 此 可 得 


n (x — By — 1) 
BecFOI» 
B se n 
HAC- B) 是 4 一 1 次 多 项 式 ， 让 7? 守 9 一 1。 因 此 ?=9 
— i, GE 5» 
EEEN RRI FFARR CAIFE EDR 
ae AET h iE Eie m Hm A AAA R 
之 无 限 域 的 最 大 优越 性 所 在 。 
我 们 再 作 - 一 个 注 记 。 GA) 中 的 本 尖 元 不 具有 一 个 (Gg 
>H, deii XD TEX 1xnsgq—l1, HUE (m, 
q—12)—1, Wing 3.3.7, e" HEIA 


(mn, 3 一 1) | 
BeA, Bd GE 9») 上 的 本 原 元 共有 99(g 一 1) 
Ao G*XerBEiuB Xeno 我 们 已 证 53.2 中 给 出 过 害 义 ， 并 将 
fDpP-UR a 
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Ft 


Eragküid: H, PaE CECI) Gp Wh. Max- x dE 
GiCq) pa Ai EA ARS F XS KIA: 


$5.2. Zt i& t A 


79 |j Xcc-ov BA XEÓH MA A Ee, RTT E A 3j — Bb Hi E] Jv 
itan Cp 3RASAOD HT (Möbius) PH AAH RR ALERE, 

48.2.1 车 ff 了 in) AFO EER ZI n AG E XU HS 
£u. IB SEn d üuesg 

DARE P EA E MUR E D MERE M 

iE M3.2.2 WU f (5n)x OZkaribA. F (m. n2, 
Wu f tmu fimi fin), gk Z Cu) DREAS. MWERA 3x 
Vb Um, n)= 1 HRT. MEH fme) f(m) fin), wd 
Far) AsgseA PEERS EL 

15.2.1 HZ 


ACERRA, EE. 
AUmn)-AQmWHn)jAGOn) (5—4) 
tiger, HAA m= 8 — 18$, wA (5-4) HAHA, 其 它 情 
pu (5-40 WWI Oa 
$495.2.2. xn GN ER 
一 1 
AbR 4 C THEXA 
UN EXIT 
Einem Xe, AH DEE EER 


o. n)=1, pemr., nei, Amijan HR 


| 
-— 
Man ar” 
Kk 
n 
e 


B(n)-i4€ 


e 
^J 
i 


IT edoa pag oc EL. E. riua Te YA 
cz 7d jd ow doa [Ai ^ i it! ne 
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p (mm - nm) uin) 
TARR. ANE mA n 的 素 因 了 人 分解 式 可 写成 
m = PpP = 
其 中 DB TE 
e (mn)-—-(—1)  —(—1)'(—1»0-—-np5p(m)uHn) 
Sui sn) 的 前 几 棋 


B(1)—1, B(2)—-—1, 3 一 一 1， 
B(4)-0, &(5)-——1, BC6)-—1, 
BHÓT)——1, M(82—0, 4(9)—90, 
4 (10))= 1, 2 (1T) 一 一 1， nu(12-09, -- 


HIER e(n) 不 是 完全 积 性 函数 。 
PERA f (n) 的 优点 在 于 ， 若 站 的 素 因 了 于 分 解 式 为 n= 
pres pri Wm 
jin) f pine f t) 
HEBES) M n ARRENA, Mfr) 已 经 完全 确 
E. M fOnO ATERHERAH, HA 
finos f Op) te f Chr) 
EECA (n0, Mrs ARARA W no 已 经 完全 确定 。 
TAERA E I T IB E EEM., 
ET UfOno WREKSA M 012-1. 

i 因为 (#1) 才 0， 故 存 在 m， 使 了 Cm) 天 9 。 因 此 ， 
fim)-fíi1-m)-—fityftm) 
Mafl)91, “证 到 

性 质 2 fn), r) 为 积 性 函数 , 刚 捕 (87 一 六 (9 
J BERERA. 
WERA f(1)=f(1)f(1)=1, KÍC CE0., Ies 
(n, m)e LU 
f (nm) — finm finm) m FOR Y f (m ) fa Cn ) f Om) 
mfi nofecn))Cf Cm Mf.C0m))— f n)fm) 
(HE 


I6 4 


A pde TUR. E fino. Gin) 为 完全 积 性 函数 ， 


ij 
f (n)cf,un)f,Cn) BEEREK, HER JL FE 56 gie 
同 的 。 


泪 质 3 Ve f (nO AIRERA, n = pee bt Rn B9 p dE 
SEC eS, Un 


z 
;= [|] Gaee 
din 


式 fd) 表示 对 的 所 有 正 因 了 于 dd Rd) ZM 
din 


证 明 显然 5 的 全 笨 正 因子 为 
pile pit, OslB;.o, i1, -, Å 
法 | 此 


"i GC. 
2j; fd)= »j oe M f feep) 
din B= Bg 1 


-Şa y f GP f Coto) 


Bi=0 Hr= 0 


£i 
- M ratos Y rom 
B.- ù 

dons c füpy 


Jee E f GS) 
+e FCPI) 


= |] FNA Dte f (pI)) 
p= 1 

EEEUfOpD—fii?í—1,. WERE CHIEH) 
TrrbEHGfono-i1, WA 


k 
rina M i = NNI 
4 n T 
Æ $3.3 下， TESI 48 WF Db "Te Bram A vm) 
EREA, dz (n, "m)-—], Bsp 


1c DS, "n =g egf 


T (mn) = r (1 aj) H (1—6)p-—r(m)r(mn) 


T2 23$ 
T(1)—1, T(2)—2, (3)= 2,， 
r(4)—83, rt(5)=2, Tr (620-— 
T(T3)—2, r(8)-4, 70(9)238, 
Hp T (n) PETERR RAAT n) ZSBRIZUA 
Qr. R- e i E H GE R8 H 
TEHER LE Shei ri R AE 
| 定理 5.2.1 imf (nO WENERA, n =pire pr En od 
tuEXu x4 04 


k 
2| U(doftdo- [| G= FD (5-5: 
gin p=] 
IE hE, BOnOf (nO BREA. HEEM 3, 
TTA 
k 
2 BCOdO fCdocm | (anten jf top 
|f ¿= ] 
Heet EPIO fup) 
注意 到 
uip)c—1, B (Piee nE 
i=l, 2. 7 $ 
d 5t JE fE, 《证 毕 > 
Tuis (5-59 rp f(n2-—i1, T] 
l, n=l 
AC) M H Cd) = (5-6) 
din D, Tn] 
Fefine —. mH 
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一 一 | E (5-7) 


2E 5.2.3 假定 
90059 £u Y 1(—) 
din dn 
magn) AFR) aste E SpSETSR, d fno E sn) 
(yz Nuus, 


"xS, 了 (qd) 写成 站 / (一 -)， 因 为 当 4 
din 


din 
遍历 的 一 切 正 因子 时 ， 一 二 也 遍 历 # 的 一 切 正 因子 。 
因此 函数 A (m0 Jie SJ GRE e (nO. 的 变 比 乌 斯 变换 ， 
HEC) 是 A(n》 的 类 比 乌 斯 逆 变 换 。 
下 述 定理 是 十 分 重要 的 ， 在 编码 理论 中 也 经 常用 到 。 
定理 5.2.2 — GEIG S EA XD 


& 
9(52—5| f(d) (5-8) 
ain 
mi 
FOoo- M stais(—-) (6-8) 
din 


反之 由 式 (3-9) 也 可 以 推出 式 (5-8), 
证 明 设 djn， 则 由 式 (5-8) 可 得 


v(--). Y f^ 


” 


d 


TË 
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7" P B 
2 enor) u (d) Y fd) — (G0 
] "EY 
将 式 (5-10) WEHE, HER Sd) 归并 同类 项 ( 亦 即 改 
蛮 求 和 次 序 )。 写 % 二 dd’'n(,， 注 意 到 对 于 # 的 任意 正 因 子 d'，。，4d 


遍历 一 7 的 一 切 正 因子 ， 因 而 有 


Dy Cd) D f) M f) » «(D 
dir m d |n " 
dra TE 
M fd) X sta)-f(n) 
d |n al 
HEA (5-9) 成 立 。 
HE, BA (5-9) 可 以 推出 式 《5-8)。 GEB» 
为 了 型 解 这 一 定理 的 证 明 ， 我 们 举 一 个 例子 。 
Dj5.2.3 dna, TÉ 
à ald) $) f(doensta)ptfC1nd £22 f C4D 
ud 4) -*- 
THC2001f£ C12 £ C22) 
+C) Ci 
改变 上 武之 求 和 顺序 ， 扫 1)， 了 (2)， 了 了 (4) 归并 同类 项 ， 
j843 
fC1)i8CY)--HC2)-HCAD 
十 于 《2 ACT 十 下 (和 四 


TÍO (in =Y) f) > Ad) 
d'in 
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desig Ap. RI DEEPA EEA BETA 
MX. 10d) X DdES 3.2 PHR HE EX HORN. 
我 们 根据 d = in, a} HE Za Y, à. Ut. d, cn, " 


WES, Bug aihifd-—-0n, a), WMH aBd, MARIE 
Arin) PR. WA, AANTD A E i r 贝 于 


L a 


UT =)= G4 HAA 4d =(n, a), Wdy kË 


e(t. nt 


了 = 2; Pld) 


ru n] al, n JEER Hug o Cn) HJ E Ee 75 Bp AE f, 
pi 6 s 8 e rng 


pru n MES M 
din 
青 根据 式 (5-7)， 我 们 进 -- 步 有 
: k 
| 1 . . NEN 
Qicnj-—m ji (1 == J= pipi i (1 1 ) 


k 


= |] p-p”) 


:= 1 

其中 a 一 pp 和 
A EBEXGGUGRTEAEITEDSP CO n) AGa. UE (m, n) 
—-1, Hmeptee-pü, n =f egf, JER Bg 于 是 mi 的 


3 V AERE 
mns pie prgi ogi 
因此 
LE I 
9 (mm) = mn B ( 1 一 T (1 i P9 
p=] j=i 


= PL Pä) 
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9 6n) [Dri JL Ze 


v€(15-—1, 9(22—1, v(8222, 
9$(4)- , $(5)-—4, inh 2—2, 
€(13)—6, 9v(8,—4, ví92—5, 


BAR O (n) 不 是 完全 积 性 函数 。 
RERNE, RUA 
Ji Es 


RR 一 > G^ c d)- yj p(-7—) (5-11) 

d^" dis 

， a Hid 
Pn Y mp (5-12) 
dons 

h 1 
一 1 一 -) -13 
É I | P. (5-13) 


1 


h 
| | (pi pin” 
! 二 | 


EEn PEN SPA" = pi epit 

Bos.2.4 n =12, Rad —(12, 0) 1&1, 2, |=, a, 
e. 1253 e G2)= r (2. 3)—(19-2) C10 126 3S, 
A3 5-1 BP. 


T. l ^ 
2 | 2,10 9cCB1- 2 
3 3. uU (41-2 
4 i. R 和 
b 5 vDi25- 1 
12 12 Pilis] 


$5.8. ARZIR 


我 们 知道 《n ， 名 ) 侍 环 码 的 生成 多 项 式 是 必 一 1 的 因 式 。 
办 此 求生 成 多 项 式 必 有 贫 将 x 一 1 分 解 国 式 。 这 是 一 个 很 困难 的 问 
题 ， 分 加 多 项 式 撕 供 了 解决 这 个 问题 的 一 种 痊 径 。 
首先 我 们 介绍 分 回 多 项 式 的 来 历 。 在 例 3.3.1 中 。 我 们 曾经 
指出 ， 复 数 域 上 的 4 次 方程 
Z-—1-0 
的 爹 部 很 构成 一 个 # 阶 御 环 群 UV 


x€ n 4- ds I ERA AP a P TRE LL. EA Bl 53x73 9p o GER bz o8 A ES VI 
ER n 个 顶点 。 俩 如， 我 们 研究 4 XUI 
Z—1^-1 


i 
l, & =E d = f, =i l, t= — f 


位 于 图 5-1 中 单位 网 内 接 正 4 过 形 的 项 后 上 。 这 工 个 根 中 ， 1% 
PEPZUXO — 122 2 QR. 和 一 工 为 4 阶 元 素 。 在 分 解 式 


i71 


po ROGA iMOZobd) 
'PumppErB LX Ss 3k—GmE, "pU 
Zt*— 1 =QV(Z)QP ZQ" (Z) 
HoBQUPZ)-Z-—1, QP(Z)=Z+4+1, Q?(Z)—-Z'-1, 
我 们 称 GZ QPZ, QU? CZO 02 Bl E, 
现在 我 们 讨论 任意 域 上 分 辕 多 项 式 色 概念 。 
假定 了 是 某 一 个 域 中 的 二 阶 元 素 。 于 是 1，C，…，Q ”就 
是 方程 
x'"— 1-26 
HAWA, WAREM 3.1.12, x'— 1Xkipt— bh b mEnc. 
Ei md : 
定理 5.3.1 在 含有 BZLUKSIIEXGE D. fog TEAR 
分 解 


YX — 1 = T ( x —a') = TT ( x —a^) 


MENU i-1 


其 中 a 为 域 中 的 一 个 n 阶 元 素 。 

HFA, BG -EEEE n ATENA REE? 以 后 
REHA, 0M (n, P= 15. AG n raK AA M ETT 
在 ， 此 处 了 代表 该 有 限 域 的 特征 ， 其 会 意 将 在 下 一 节 介 绍 。 

TAI n RBL, J2a"— i-0fft£EdRBSUELERÉE 
整除 #。 设 < 为 域 中 的 阶 元 素 ， 风 x" 一 1 的 每 一 个 根 都 为 a 的 


某 次 等 wa ， 而 根据 定理 3.8.7，a' 的 阶 为 7 ， —À o EGER, 
每 一 个 上 沾 人 能 仿 除 1 的 域 元 党 都 巧 方 程 x* 一 1 — 0i. p 8d 
UT JG E s Wn nd, T3 

PF=F gti 1 
LTR, YEXDPnEPBUEENMEL,JXx"—1-0mg4mmB 
供 侣 与 队 能 整除 二 购 域 元 束 了 天 焦 合 完全 一 可。 因此 我 们 可 以 将 方 
Fx —1-0BHH4AIIBS EGG E NE Z3 


172 


hy 7L 


定义 5.3.1 EA E d PRAN US o BRLSN, 


I| (x-5 


号 为 可 阶 元 中 
PAREZA, dii QUx), 

由 此 定义 及 上 出 的 讨论 ， 立 得 

定理 5.3.2 EBA n prH, FRES MIRAA 
ne 3r 


x"— 1 =] | Q9 ( x ) 


din 
Thu PÜRGRRUE GUN AIUISER BOREAM. HERTE 
J85.2.2. AME IRANA APENA E AE RARO EUH) 
BER, RIATRR A GEA T uEBT. 
定理 5.3.3 (ZES A XO) 


Uu 
g(tn)=|| fcd) (5-14) 
55 B 
fino-]] s(— ) = glad) a) (5-15) 
: dn 


mZ. EA C5-15) 也 可 以 推出 式 (5-14), 
证 明 dish, ix (5-142. 可 得 


Ge mee 


dl 


17 3 


d 


| 
| # dit i 


d” n 

od 
将 式 《5-16) RF, JTEDUEHOREUSUF, Oos -A A TH BIG" 的 
CORA i AF n dd n, EAS d pg; n -NE 


F, a^ a S AEAT, BH d l E R, d i3 Bj 
一 /的 一 切 正 因 子 。 因 页 有 


Li [i f (d')' -di Hi j (q^ )*'^ 


di* 
2| Cd) 
=J] fd) E 
d i 


2. ud) 
I sar = f(n) 
d' n 


$E XS BS B S Luc P o T. 
HA (5-150 49 


(S —)- H g (d' ) "(3 5) 


g” 4 5 P 


mb (5-520, 4 


d' Ta 
对 此 
I! f (5) _ II If g (d^) Cz) 
din din | 4 
J u 


-| l| g (d' ) ya) 
J 
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` j (5) > Hid) 


| 
n 


di di 
=J] aao l” =|] ow) !* =gCr) 
d' |n d^ |n 
Tag 853 hi OE BEAD BS, CHE 


$üHi EXRISIEISJUNR REAR SEFIVIDLO UAR I do QUU 
(x) i) 35 3À 6 IA Iko R gnje- l, fR) -QUx), 
根据 定理 5.3.2 有 


g(n)—-|| (a) 


dn 
因此 
f= oco TT ota) Tres 1) "87 
d|a d|s 
Hitta 


定理 5.3.4 HRSA (x) 可 以 表示 成 


Qix y= | fea) i i). -TI e7 -a 


d|n dis 
(5-17) 
*hf3sEMPNREDEGHGX. Auma CRE EM. R 
们 摘要 介绍 如 下 。 
HAI ABPICRXCH Dm, WI 
QU x) e Qum (ann) 
证 明 ”注意 到 当 q AFTAST, Wisid2—0,. Wu 


m p* Hid} 
QU x)= [I y d — j 


di prem 
pn OEC) 
-T | 1 | 
zb pm 


= (x PK ) 
GER 


ira 


RIE cnBpu[ 
MEER TEn AREATA EA N n = bite pr K 


QO (x)= Quite , h 
ERS UDXGREOH Pom, W 


证 明 RITA 


TY 
总 ( X ) | x 1 | m A 1 


dm 


fm "cad ) 
—(QUU (x). [I ç d — 3 


dl prm 
drm 


DO t'bdipm Hd 4 mtoTAPE km, Mohd pk Uy. 


pm "ILE MEN (PAJ 
ur e 


i bm k|r 

d h m 
X811 

4&(po-s(b)HM(k)-—n(k) 
ks f 
+ Hpi) fH ^C) 1 
x & 1 | = = Ro 1 | = T ÜLXY 
M | |i Q ( X ) 


《证 毕 》 
性 质 4 nc, W 


"n H (a) 
oco - T -| 


d|s 
证 明 因为 


AT I 
— 
| 

ta | 
c... | z . 

一 o eam 
m. 
1 
-— 
uL 
ud 
H 
-i 


VES n> Erg, NW 
QUU X ) (QU x s ) 
证 明  riykmE ORI 448. 


a cd) 
(n) / | ov. id! 
Q*^ (x) «S V "6i | 
x 
-TI( 1 -Hy d | QUOC x) 
din | 
CIE SO 
性 质 6 4 BEI E XNGGCBAC E TEAR: 
deg" (x)—eo(n) 
证 明 ienas BpEXGGE. TE 
o nEPUEMSHES (n, i)—-1, i=1, = n.h 
gp uf hi, TE 
a, QU x, g^, qe] 
HERP) 个 4 阶 元 素 。 因 此，deg Cx) 0 0n), 
GEN 


EET unl2W, SASARAN Am S) 
Q(x) = pot) E 1 ) 


A 


i77 


UER 设 2 为 n 阶 成 元 素 ， 风 0"! RA, Rp, QUO 

04 H4 Q'"cao- 0. Jill QU Ox). E OTT x) 着 相沿 的 根 

£r. bsb, 5n 2w, Ei BE Ho v0) aR S e 
[AT rag 


Cn) y eor — FirRyr C8) l. 
(J IX}; x (J ( x 
iH 
Pin: 


PIR 
| 1 
| r et (s 
(P X) 2 x == X »() C-)- Mo eux 


p= 
训 见 对 0 Di S Ein) EA 
Qi = Qet- 
GER 
性 质 7 的 重要 作用 在 于 ， — HH B gua E R a h 
宗 以 后 。， 利 用 对 称 性 即 可 得 出 系数 鲁 后 一 半 ， 因 而 减少 了 一 半 工 
íF Eg 


0, SHR n=] 
gel plo RBS AEREIX 

1, ER n BPPEL ES BST. 
WEBB hFAP, S241 uU X. 


(a) QUC1)0-1—1-0 
(bo mr 
OUS «x yum Qn (rm 
QU "i «*— 1 p -1 
PI 二 
QUU Qmxy 7 xq 7 Aio» 
[ox 
因此 
D - i 
wv*5(1)eQ*(1)— M =p 
í-—0 


(c0 Rn =pl epa, WME 
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Qe 1S Qmm c3 y Qmm) 


O QPI — 


Aopo m =p e Pro CHEFE) 
此 质 9 
(0, HAE” =2 
— 2. HAHAH] 
QUC—120—c4 2. HARE nog 283E, n4 
| P, HARZ n APARE? KRR 


l, JtzmiRÉ 


证 明 54] HS SE ERBHAA SEDE, 
(à) QU(ix)-x--1, SQU—1)-«0 
(b) OU (x)-x—1, fkQU(C— 00-2 
(c) QD x) = yaf i 
O7 (一 1) 一 1 十 1 一 2? 
(d) QPP Cx) =Q a ) 
BOHOL 1) =QĦ(1)= p 
(e) d POTPERÉAEX, Rn-p,wm 


QU5(— 1)2Q ((— 1)? Qc 1) 


b-! 


= » (1-1 


z= l 
EPAR RKA, n=pm, H CP, m)=1, Bi 
CT EN P 
Qm cae CT 1T 1 
ena: 
TENE 8c 9 DT ERCTUPS DER GRE] 23 BEST EAE RS TE, 
在 实际 计算 分 同名 项 式 时 ， 常 利 叶 以 上 诸 广 质 科 化 计算 过 
程 。 下 面 廿 个 公 臣 也 应 华 记 心中 ， 设 为 素数 ， 则 柱 表 
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E 
Qn x ja | Tit on ü Jaca ] iP (x*-— | )^? 


dip 
x*— 1 f-1 p-L 
一 


QU x ym Qe (xfj cxF'U6g Du. pP 1 


例 5.3.1 极 易 求 出 前 几 个 分 国 多 项 式 
Q9 (x) a—1 

QUPix)-—-x--1 

Q*(x)—x x41 
Q'Uix)-x-r1 
Q'"(x)-—x'--x*-Ex*-- x 4-1 


CZJ f aS M: 
QUO - aig = 一 -Hi —x?— x +1 


QP( x )—x*--x*--xt-Ex*--x*h-- x 1 
(QE x)-xt4- 1 
QV (x EE -x*-4- 1 


(x) o 
(10) 7 4 QU) (X ) A7 2 EDEN 5 
Q (x) QP(x) Tp 人 X 1 


QUD x) ox xy19-p x ^E x? Ea ta talta x ex X4] 
QUO x) QW (x) = yt — xy? +1 


— 9 SpHdegQ'" (x) 0(n) 
当 # 较 大 时 ， 我 们 往往 利 骨 性 奈 7。 这 洁 有 公式 (nn 这 2) 


/ ("n acd, LAS E 
Qo cos TI ]—x 4 | CI ? | (5-18) 
din *. 
E IR) 以 利用 式 〈5-18) 计算 分 圆 多 项 式 的 前 一 半 系 数 。 
5j5.8.2 计算 QQ x) 
EX on05-v(3-5-72—2-41-:$—48 
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fir pj 

(3 —x56(1—x95(01 —xDt1 - x? 
(108) i Zo ZU uL 
C) (x) ( 1 — x3] — a9 (1 — xt J : | _ QUSN 


=(1 + lx) C+) 


(1 x moda} 


在 modx 运算 下 ， 有 


Yn» 
(1--x4x5)(61—x561—x561 9 x9(] Mx?) 
—(1-Tx-cLx)(1]-—x*—3x 4-x'"1-o4x*437) 
—(3--x-rEx*)(1 —x^-x -4-x-pExF*—x*f-p au? — x25 
id 


- n & PEE _ ， Lui ` 
= ] 4 X tatn — x* — 2x — x5 — xnl 4x 


wi xli x£*— x94. x1 
Fela h 
QUO? y ) e J H x p NN e e xta x! 
4oxP ap d4 n x19 十 xS pxP?llaq210.2.222 0024 
1 hr a" " " e 
L-y19 2*8 op yt ap 2 十 ytt FEE p x7 4. yh 
— Ët s wA LL o SELL 42 LL oT UE y 19 LE x ** 2p xc? 
515.8.3 因为 
x'— 1 Q0 (x )Qm(x) 
x'-— 1 —(x—1)(x*-bF x5 x'—-x Bx xL1) 
HECE) 上 ， 我 人 进一步 还 有 
(x* 4x --x*-Ex^-px -Ex-c-i)e0UBx-cR 12) rx 
ii) 


因此 
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Xx'— 1 -x41)00-x--19)908T7 41) 
xjex'— QXCGPE2) EARE ZHREGN, 
—R x — 1895 BIZ) AIL EE — IP RE TIBESI ZEB) fk] RH, 
JE TERALERIR. MAREE EAE BAET A SU EfR—238 h 
BH. oUm. MEARI GAZMIR H DE 
-FE 563 TS. 


$5.4." BRERHUII A S TA 


TES BYTE B. EMAR 1 具有 这 伴 的 性 质 ， 对 于 
EIHAR, HÉn-12-0, fH, (EX bip our ie A E 
5 -各 情况。 例如， 在 CEL2) 中 ,我 们 有 2:1=1 十 1=0。 
在 检 了 整数 剩余 类 所 成 的 域 GFCP) ^B (PASO, 

p-I=I+]+ l=] 
pt 

3E 5.4.1 R1IÈERF PE pm, BIRXDEQIES 
An, fánel1 0, HART EUSE o(a 0), P0 fg nu 
En 1—-0BMIEL DERRAT iE, 

根据 以 上 定 X, CF2) LS E 2, GFCPO 的 特征 
^b, 

HER, qdin.1-—0, BONDTIEEXGO0CF, YAN- a 
0 。 事 实 上 

n:dgd-üg-d----a—iíi-a-c-e1l1-ea 
Ly 


e MI 


n 个 n 
一 《1 十 … 十 1) = 一 1) 2 一 0 一 0 
"n 


XCTB5BIEEJEXGGUm 0. WUER Dihig Mex LTDA 9 
的 特征 。 | 

我 们 现在 断定 ， 域 中 一 切 非 零 元 素 的 特征 都 是 相同 的 ， 痢 等 
于 域 的 特征 。 

若 域 下 的 特征 为 ce ， 则 任意 上 € 0C Fh iF iE ee, 5 
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M, EWEN, W 


n-a={n.: 1)})-a {=Ù 
mE FREERHAUDBDCT, Ha0, wn 1=0, ZH, 
FRFR IEAA RR, Am, MER S 0E F A IEN 
JAR. BIZUBEBILZsuEH], 42.1 =0h, 45 b-9-—90, 
现在 假定 4 WFE m, RINER = P, 
m-—jb--h, KRL P 
从 而 GEERP-.1-0) 
m.:a-—(jpctk):.a—jpacka— j (p.-1)a-+ka 
b:a-—ó | 
XMk:a-—0, gH CR- 10:00, EE R-1—0, HTO 
«RP, WE R= O0 RPTE D) MEIZ, Pim. SE 
Hub, m|b5., Bil mf, 
Zx EBpxB. Bde t3 — OB ErAgE E S A R E HU ^ 
称 为 单位 元 素 1 的 特征 ， 就 显得 十 分 当然 了 。 
AE PE ERR ÉTRU EAE, dX POE EU REED ERO P xS 
PSP E RUE. 
(1) ER FERIE P. WHT a 0E F, Ey] 
1, 20, 5, CP—1}a, pa 
中 的 元 素 两 两 互 不 相同 。 著 域 下 的 特征 为 ， 则 对 于 任意 a m0 
EF, H3 


中 的 元 素 两 两 互 不 相同 。 

(2) 设 域 的 特征 为 了 了 ， 任 取 8 寺 0 三 下 ， 则 和 蛋 有 

ma- 04H44 Pimi m d E 

HEB BER DUE HL. ERRES IER T HIE A ER URES 
性 质 ， 元 素 阶 的 概念 体 班 了 乘法 运算 的 循环 性 质 ， 两 者 都 是 -- 种 
周期 的 性 质 。 

定理 5.4.1 任意 成 的 特征 或 为 素数 ， 或 为 co. 

证 明 ”假定 不 然 ， 设 域 的 特征 为 


uem n 
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n =rs, fF. s«m 
于 是 
m1-—í(r-1)5(s-*1)520 
HERRA SAT, Br1-—05s:1-0, tmo 
"SF AER fex E T 55. CHEFE’ 
H EREN ME: A IBEEIB TES DU R. OR F 
Z., FTR FEREN, Wü Pani. bE Ci), 在 特 
EARR, Fy 
0, 1, 23-1, , n-1, -- 
Itb AWA Aah AT FARR, 
HERRAR IEAA R. MAARE URERA, Mae 


f 
RJ, Hin XIDEIGPÉC DON AEN maA- 的 


g(x) 

RA 23 1] RATIA Pi UM, 

定 尺 5.4.2 ”如果 域 下 中 不 青 含 有 真子 集 作 为 夏 的 子 域 , 则 称 
FASES. 

定理 5.4.2 fe PIERR, UND CHUDU "015 4k 
WR. n—0, 51, £2, «0 ZWAR PART, AHR 
ACTAE BUTS D RER ROF), 

正明 HTPR P. fX EE RA FRIK: 

0, 1, 2-1, *, C2—1)*:1 

命 丰 ;为 域 整数 的 集合 ， 在 了 ,与 GF CB) 之 间 建 立 对 应 

0e0, 1e1, 2:197, e, (P—1) 1—1 
PER, Ex HaT, BQ5EGFEOP) Wk. Eik R, 作 为 
GFCP) WAAR, ÉJRE ARR 

衬 于 4 如? 为 素 子 域 的 顺 言 是 量 然 的 ， 因 为 任何 域内 峰 含 有 虞 整 
x. CHER) 

更 为 一 盘 的 结果 是 

定理 5.#.3 ERREFEREN f be np EDS Y 
BR REHN, CEA -AARAA EK quus R 
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Wig BH. CEART rep RGF) MARETIE 
证 明 (a) 当 域 的 特征 为 co 时 ， 可 使 有 理 数 域 与 下 的 一 部 
分 元 素 建 并 下 述 对 应 ; 
9 an 9:1. 
-p CS 30D am ou CP. 0 为 正 整 数 ) 
0 0( 域 已 中 的 零 元 素 ) 


-——e-0 1) 0)y!t---44 


Pe] 


XAT TREAS I F REI E 3 R0 的 全 体 之 间 的 同 


构 对 应 。 因 而 严 中 由 0 及 形 如 土 -他 -的 元 案 全 体 构成 与 有 更 数 


REHE, TEREF TE, 
(b) SREI PHI, EERE.. CHEE) 


AARDE PIFRE A pE TENGE P), 
定理 5.4.4 在 pp 特 征 域 中 ， 恒 有 
x a={(x— a)’ (5-19) 
其 中 4 为 域 中 杜 一 元 素 。 
证 明 由 二 项 式 定 理 ， 


DN 
(x—au)'— ` | \- a )*xt** 
R=0 RR; 


i gher, 


q Ye D y 
— 1 ) ZEE D—h- DR n ‘21a 33 1-5 
Er. Dn 
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"oa 


(x—3a)'-—x?-F(— a)* 
当 P 为 奇效 时 ， 《一 d =g", np 一 À 时 ， 【一 a )^-—a*, HE 
在 特征 为 2 的 域 中 ，0 = 一 中。 因此 恒 有 (一 4) = 一 a'。 
“证 上 毕 》 
推论 5.4.4.1 HT ARRECATI Ra, b, B 


从 而 


有 
Ca + b)'—-a"rb (5-20) 
证 明 出 定理 5.4.4 得 
(x —p5)'-x*—b (5-21) 


Hosa, WA 
(a — b )f=a”—b" 
HEK, EA (5-21) dm x =a € b, M 
(La -b)— b) —af—í(a 4 p OD 


因而 
CEST 
GER 
DINNNEEGI TDI LMEIILIEIDEEE: 
是 了 的 倍数 。 


证 明 ”假定 不 然 。 设 4 专 0 己 下 的 阶 为 *p， 则 a9”= .于 是 
4? | =(0 1)*=0 
从 而 4" 一 1 二 0， 即 0*== 1， 此 与 6 之 阶 为 &p 的 假定 矛盾 。 
(HEHE) 
定理 4 5 Bw, c. wE BERTHEA, WHF Off 
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b £^ k 
el s) om Wa (5-22) 
; un " - 


证 明 BERATI > 中 EIE Xxp-- Un Hg ge 
e n 
Mn = Ql, EE Ro ABIE 
(1) tu =w a 
TÆ 
(w Hw) m (Cur Hw 2" 
= (w Eus) GLEN BHE) 


1 


= Cw ) t Ga J'GEIES.4.4.1) 
—£w cu | 

WOPR WAERED n, SOXP—UPRSIS 成立 。 
XT & Ripe peur. 


H k= 21. EIERE RE. Td 
于 是 
: h X p" ; 
-| > | 十 Uu (第 -一 步 p zB 


unt IE 6E 1-179 


SE 
JARE. EPA GERAN E ini EZDA I 
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育 接 写成 请 。 
推论 5.4.5 1 Wk Apek, MT- H A 
Ran, E 


k= k | (5-23) 
WEB] 由 定理 5.4.5， 得 


《证 毕 > 
定理 5.4.8 ”了 特征 域 中 的 元 素 为 域 整 数 的 充分 必要 条 件 是 
满足 方程 xe 一 x = 0。 
证 明 ”因为 书 特征 域 申 的 合体 域 整数 网 成 乡 阶 有 限 束 
GFLCb)， 故 该 域 中 每 一 个 元 素 且 仅仅 这 些 元素 满 中 方程 
2 一 x —f 
CIE 5B» 
大 家 知道 ， 系 数 取 自 实数 域 的 代数 方程 
f (x)=)0 
在 复数 域 上 的 要 起 成 对 出 现 的 ， 亦 即 营 a 十 让 是 方程 1 (x) 二 0 
的 根 ， 则 4 一 让 也 是 方程 《x)= 0 的 和 根 。 与 此 相当 ， 在 上 了 特征 
域 上 我 们 有 下 面 的 结果 。 
定理 5.4.7 设 [0x0 是 系数 到 自 GF( 上 DP) 的 多 项 式 ， 


foe M du, REGFCP) 
i = 


Te. irU ÆN tE 
fix)-0 
的 根 ， 则 对 于 一 切 自然 数 #，w” 也 其 该 方程 的 根 。 
WA 出 假设 
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一 » f," (w^ 


i= ù 


因为 六 为 域 整数 ， 故 出 推论 5.4.5.1， 大 = 方 。 所 以 
k É 
0 一 X, ae y Ca f Gn) 
= 0 i =0 


《证 毕 > 
注意 多 项 式 f(x) 的 次 数 是 有 限 的 。 因 此 ， 方 e 了 上 《xy 一 
0 在 任意 域 上 根 的 数 日 总 是 有 限 的 。 这 表明 在 序列 
GU, wf, wf, ZIP w”, TE 
中 必 有 重复 的 元 苏 ， 而 其 中 实质 上 不 同 的 元 素 只 能 是 兴 限 个 。 革 
是 若 了 了 特征 域 中 的 一 个 非 稚 元 素 w 是 系数 取 日 域 整数 上 的 茶 一 民 
ZXJITEBgTA, Bw DNA RIR. 


$5.5. 最 小 多 项 式 与 本 原 多 项 式 
Ep wA PRIA BRGIXCBHU- n BYyGRSE. RBS 


w, w, w, ce, w, + (5-24) 
Ail 703 o Pr: BP OR SPGEE 
(28095 11, w, W, 0, WY 
的 一 个 子 集 。 因 此 ， 序 列 《〈《5-24) P REDER 26 T GO 8 
与 元 素 双 的 阶 有 密切 关系 。 下 述 定理 喜 指 出 了 这 种 精确 的 关系 。 
定理 5.5.1 WWE ui P MARIREA n Ero fme 
DTE ANS, BE 
wP” = w 
JF Hm 4253€ 
w, wf, cof" M yim (5-25) 


———— 


© 当世 是 满足 jp 三 上 Limod n) Hahr X, THp o Op.nmno-1, Hi 
5.4.4.2, pn, Mm] CP, n= i1, Ait, PRR n Er us XM, 
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彼此 不 同 。 
证 明 di. hod. BOxgi-h«xm, WRITE FH 
一 系 州 等 价 关 系 ， 
Wr pp 
€—» p'-p'(modn) 
€—» p= 1 (mod f ) (定理 3.2.6， 此 妊 Cr, 
n)—-1) | 
e—mi(k--i) 
Bb IET A S, 
(12 IR i50, km, WAmjim, WA 


" 
u - tuU 


(2) HR (5-260 中 有 两 个 元 素 相 同 ， 比 如 
wi?! 一 让 


TJ ERI. Mh tAE, 4^ Aami R i) BEOS 
EX Rm, MEO R—i«m, M fmuetR—i4), PEF 
H. “证 毕 》 

Bw E D'RGETE E R nD mR’, BU oc JE OA Xx HC 
GRFC PP) 上 的 多 项 式 x” 一 10), X EGRBHGIOPO)LDLHE won 
的 全 体 首 一 多 项 式 中 誉 有 一 个 次 数 最 低 者 。 我 们 称 这 个 以 岂 为 要 
有 旦 次数 最 低 的 GP CL) 上 的 普 一 地 项 式 为 友 的 最 小 多项式 ， 通 常 
iB m ), 

定理 5.5 2 在 所 特征 有 限 域 中 ， 任 蔓 元 者 都 有 一 个 难 -… 的 
Bhgn x), ah, mix EGF D) KERAS, 
HRRGECP) EIEZXLEL w APRA ZT 

证 明 设 也 是 户 特 征 有 限 霹 中 的 任 一 元 素 ， 见 它 的 最 小 多 项 
Am(x) -EER mm, VRm(x)—r(x)six),Hun 
deg: degni, degssCdeg'i, Wal m (uw) 二 0 可 推出 rtw) 二 0 或 
siwis 9, jJ mox) DEXA He 

Bx) HOPOP) tü5£39bX. Hofiwo-0, WA 
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fix)—9mixoqiíx)2)dctr(x) degr <de mii r(x)= 0, 
Hx wd4UA L3. rws 0, Kigprizxi= 0m) 
EEDI 

mix) 为 也 的 另 一 个 最 小 多 项 式 ， 列 图 mQ0xmix), 
mx)im, (x), WAENDE SAHR, KMET 最 小 
E HA WE $E. (GEHE? 

定理 5.5.3 iu Er PREA RETTA] ” B T X. mmie P 
By E n B, ju wo Bade DA m C ) JR m REAA. JFE 


rI- I 
mx)z- |! ( x =w") 
Q;-20 
证 明 du 
[站 一 1 i? 
f (x) 会 [| (Cx—w)= EDI 
HELME 1 — d 


我 们 先 证 明 ， f(x) EGFP) 上 的 多 项 式 。 由 定理 5.4.4， 并 
HERA” =w" = w AA 


ml mo | 
Cf Cx))= [| cxar TT (xc 一 ar 
j= ù ? 一 心 
H1 1 
-[pe =w= [| et fo 
aQ 
另 一 方面 
Á/om d "t 
(te D fe | m D fs 
fee 2 fa" 
|j 一 0 
HERETER E CE m0, 1, on. nO, FUB 
Ff, 


很 据 定理 5.4.6，f GP PO, 
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HoakdicEIEZSS.4.7, EGF D HWETTE w 18, n 
UA EX 


tg ， tf, TM DT? ag qr 
AR. Bm REMA 


"— 1 


f {x)= M (xw) 
17-0 


AJGPCP) 上 以 叫 为 根 旦 次数 最 低 的 首 一 多 项 式 。 于 是 人 x )= 
f (x). “证 毕 》 

元 素 取 的 最 小 多 项 式 的 次 数 称 为 域 元 罕 卫 的 次 数 . 

由 上 上述 讨论 可 见 ， 域 元 素 巴 的 次 数 等 于 之 的 模 二 阶 ， 其 中 旋 
为 域 的 特征 ，7 Aei wr. 

BHAR, BRU, w, e, vah zn X un oa up 
Ur. AMEISA NEN dExXCPXROX DL. RIRE CU 


l 
w, we, ET 


KEMER E. 

KERER pje + iu pRa AAEN 都 是 
RAER EB] Su RZ + 1 KR, 

AER iH, WILA wÉ Eh TRER EREDO 为 根 的 
GF(b) 了 上 既 约 的 首 一 和 多项式 。 

定义 5.5.1 g ——— UTR m 作 赤 
原 多 项 式 。 

可 原 多 项 式 的 概念 在 编码 理论 中 至 为 重要 ， 请 读者 予以 充分 
T B, 

1:38 5.5.4 tw P THER C Jm Ui; . Nu 
GF(P) CRA mi ws Ix EID a TR, 

WEBB ”我 们 分 四 步 证 明 。 | 

(1) FEN EGLEW HAB. 4rÓf3GBGN OPE CT m UO x 
相国 
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"-1 m-l | 
` ag! 一 `, w, a, a.caGF( p), 


Ef => Ü [ 


=D, 1, 7ng m— i), 由 


Arpa! Ea, AS dH lC 
| m-l 
» (a.— aw — Q 
j-0 
KRIGE (P) bBjgdbx Eis 
*H — 1 
fixo M (araw 


p=} 


DwAR, Bdegfixo«m, k5 u Amit ET B. 
Eik FH IET P 个 多 项 式 。 

(2) ug) Fs ERES PREA WR “作为 环 看 待 ) 中 的 一 
7-36 38 3-1. 

Bf, 9(uUOCF, B SR f£ (w)—9(w)C F, AXR 
iAOx)—f(x)g8(x), HimOxo A wii ED. É 
EK JL HUS ERTA, 
h(x)—mx)gq(x)M-r(x), dez f «deg, E r (x)— 0, 
Bd Ah (w)zsmQw)eCQui) Er (w) =r lw) BL r(uwoc 
F, l&h(w)—f(w)S(wOCFP, TH, F 93 u 7 YR. 

(3) FS nx. WEE, Kk pR ends gos BU 为 
FURRER, 

(4) EHF PRAETEREA, 

giw EF, Amix) 为 机 的 最 小 客 项 式 。 册 于 
(mCx), 9x3) Y. WEE Cx), bOXQ)CGPFCPOLXx 2, 48 

a(x^g(x)-tb(x)miQx)oà 
rz 383. 1.448 | 
deg 2 (X )« m, degb Cx )«m 
因此 
G(w)güu»3--püuwimii)-—a(uw)g(uw)z1] 
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ABB a (UEFE QW) 的 逆 元 素 。 
RERE FHR NTR, GER 


$5.6 有 限 域 的 代数 结构 


在 前 面 儿 节 里 ， 我 们 分 则 针对 有 限 域 的 素 法 与 加 法 运算 讨论 
了 它们 的 结构 。 在 这 一 蕊 础 上 ， 我 们 现在 讨论 有 限 域 的 代数 
结构 。 

定理 5.6.1 有 限 域 的 阶 必 为 其 特 入 (素数 ) IX. 

证 明 假定 域 的 阶 交 8， 特征 为 也 。 设 4 浆 该 域 中 的 一 个 4 
一 1 阶 本 斥 元 ， 又 设 闪 为 了 的 模 9 一 1 阶 ， 则 

gf" —q, ma" "1 一 1] 
MEE Cg — 12|Cp"7— 12, Bib, «4—1«p—1, RIS 
P. 

另 一 方面 ， 册 于 了 十 下 次 域 元 素 ， 出 根据 定理 5.5.4， 系 数 
RACC) BOAT maga em Ux. DES 
EB p T BUB. PS, “证 毕 ， 

HX ERLE CERES UB SPUTLOGERJ TADA T 
AzA. JpRH 4 Bp B3 PVrBOUX, EP 9 AAA MR 
HRuE, m 了 关于 模 8 — 1r, 

定理 5.6.2 WE f(x) 为 8 阶 有 限 域 下 上 的 一 个 d 次 既 约 多 
项 式 ， 则 多 项 式 剩余 类 集合 Cx mod (x) 构成 9 Wr 限 域 
F， 斑 是 域 收 的 扩 域 ， 并且 (xXx) 在 F 内 有 根 。 

证 明 ” 定 霸 的 三 个 部 分 证 明 可 下 ， 

C1) 由 定理 3.6.3，F[LXxXjmodj{xX) HRI, € BEAREN 
为 g EDAT E 

(2) 证 明王 为 五 的 扩 域 (在 同 构 的 意 习 下 )。 

HFEF, SEH AFPA a t0 extet 0 xt m 
a, By 

an, 


E F 与 上 的 一 个 子 集 5 S E F A —XPREÓ J3PHSOIP G 


e2, bp, mA 

G-Eb5bendb, 8- henh 
因此 ， 这 一 对 应 是 下 与 F RE E ES, HDUTDOOXX RE. AT 
Lik WERF BSF RAE, WwppIEFOBQE LX, Hr F 
Hyd Xx (£ S2), 


(3) #2 =x, HŽ 
Fx) = 
则 
f (2a) 9 ? (X) 9f, fx4Tedfx 

这 表明 a -—xdÉf Ox) 的 根 。 | 《证 毕 》 

访 前 和 扬 讲 过 的 景 小 多 项 式 的 概念 可 以 推广 到 一 般 情 还 。 设 三 
是 一 个 场 ， 而 五 是 下 的 一 个 护 域 。 若 < 会 严 ， 则 系数 取 自己 , 且 
EL eEBSHAGIAETEWUPB—AIBIARAPSCETPASXF) BEA 多 
项 式 。 这 里 应 当 注 意 的 是 ， 与 有 很 域 的 情形 不 同 ， 并 非 扩 域 记 中 
的 每 一 个 元 素 a 都 有 最 小 多 项 式 。 用 类 和 似 于 定理 5.5.2 的 方法 可 
以 证 胃 ， 如 条 奉 在 扩 域 中 元 索 4 的 最 小 多 项 式 ， 刚 一 定 是 唯一 
Bu. "xdi LEQLEUGUIBXC, JR BOERERTERUX EDEXE)EHUL 
HARR Z A. RIEA D, E Ppa epeb AAA 
V a AHERE E E- i ING. 

定理 .6.3 (mo ELARA, M q ram EAE X& 元 


FEREDE 
xX "x= 人 0 
证 明 ” 用 归纳 法 证 明 。 沼 = 二 1 时 ， 由 定理 5.1.1,， 结论 成 
立 。 今 假定 竺 论 对 4 一 1 成立， 则 该 9 BRT EETA B PE 
方程 
x XxX=0 
于 是 ， 对 于 任意 城 元 素 GRON 
a7 us (ay mm 
《证 时 > 
定理 5.6.4 WE (x) ba MARRET dig e mm 
XX. dk. mE d|R, D 
fx) — x 
证 明 4 B —ds, duEÉ5.6.2, ME f (x) 的 剩余 类 集合 构 
ma ED. Bof xo 在 该 域 中 有 根 和。 有 赃 贞 定理 5.6.3， 这 
个 9 阶 域 中 的 任意 元 素 均 满足 方程 
x57 x mx a m a c À) 
出 此 可 得 ，o — e— 0, Xtx MaR N Ef x) 及 wer 一 x 的 
R. RIE., g REFA eu ELA $e X4 X BD f Ox) 0 
fx) AAE SEARA, EZH iA X A F. Bs. 
AEDI AET GE 
Dis.6.1 XXX xXEGPFECA) 上 的 分 解 。 
由 定理 5.6.4，GHE2) 上 每 -- 个 1 次 多 项 式 和 3 次 既 约 多 
项 式 均 能 整除 入 x —x54 x. GEC) 上 次 数 为 1、3 的 全 
WB Bx 25 do XUL RE] REDA 
| Xx 二 1) 二 xX 十 1)(tx 于 x? 十 1) 
它 必 能 整除 x 十 x 。 由 于 这 一 张 积 是 8 次 首 一 多 项 式 ， 圾 必 有 
x xx 十 1) 
上 上 式 亲 不 准 通过 实际 计算 半 雇 证 器 ， 
受 这 个 例子 的 启发 ， 我 入 三 
定理 5.6.5 在 9 阶 在 限 城 中 ，2 一 可 以 分 解 为 次 数 整 除 
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ANA a PE ERRE MASAA, 
在 证 明 这 一 定理 之 前 ， 我 们 需要 一 个 引 理 
引 理 5.6.1 itk, m, n AIE € A, HRI2, moll, 
"zl, M 
(R"^— 1) (R8 — 1) 25 BAX 24. m! 
证 明 DELE, 


n —grm--r, TrZ 


于 是 
k&—] u R'(R 1 ) R 一 ] 
Em J = a=... kl. ea 十 -了 了 
， m am. k'— 1 
$8 17] 5H 道 ， (CR — 1 JICA — 1 Js Hopen S 1. 
Aib, G= 1))G?— 1) 当 且 仅 当 -如 ,二 -为 整数 ， 
A HOD r-0, U4BfVXmin, 《证 毕 》 


定理 5.6.5 的 证 明 1d oESBS.6.4, f / (x) na WB IRE 
上 的 首 一 qd 次 既 约 多 项 式 ， 生 di 和 8， WAON x), 

qd r3 HOBEH, Afi) oa Bp I b B8] S—d:iX 
EAEE, HOfOx(xU— x), Widih, 

Hrsg dH 5.6.2, BE j (x) DEGERE. DO TREE, 
Hx) 在 F 中 有 根 &。 于 是 我 们 可 以 将 下 HRILA. P 
如 本 原 元 B. zéongqwcA NOH E HigkAET d By esI X 

J =a, Haa d. era, ue 
HP Gis G cny Na—F, 
由 于 fCa)=0, ia" — a., RRE 5.4.5, 5.8.1% H 
ji£ 5.4.5.1, RIIE 
B* — (a, +a, a+- a, an 
—ai pat a pus p g^ giat 
二 gy 十 二 


= f 
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PRET = 1, 但 是 p 是 q' 一 1 阶 元 索 , &ba'— 11g'— 1. M 
BIA 5.6.1, dlk, 
《证 毕 》 
定理 5.6.6 BSX’) AGER) bküpmikBpEg A GS. E 
mMk, WER A BAMEDE A fx) 的 全 部 《m 个 ) 根 。 
证 明 ”由 定 埋 5.6.5, dE GI (bp) 上， 


x x= T] sco (g(x) 为 GF(D) 上 首 一 樟 


degg ix)|A 
约 多 项 式 )， 
另 一 方面 ， 在 f 阶 域 中 ，x* 一 x 可 以 分 解 为 p* 个 一 次 因 式 


xt x 一 IB (X — a) 
Gc ps xs 

在 bp, KRADA MARE AAA, GE CCP) 是 
一 切 特征 域 的 -让 域 ) 

|} 20025 [|| (x~ a«) 

deg 9 (X 9! & a €: pt Ep 5A 

出 于 mm 次 既 约 和 多项式 f 0x) 是 上 述 等 式 志 边 的 一 个 因 式 ， 故 可 
在 等 式 右 边 挑 出 属于 / (x) 的 全 部 mm 个 一 次 因 式 ， 即 


(XX)= n CX — a.) 


j=i 
《证 毕 》 
注意 定理 中 力 改 为 9， 该 定理 吕 然 也 成 立 。 
我 们 已 经 知道 ， 任 意 有 限 域 的 附和 甸 为 某 一 素数 了 之 背 2", 扩 
过 来 对 于 任 合 素数 2 了 和正 幕 数 加 ， 一 定 可 以 找到 一 个 p” 阶 的 有 
限 域 。 事 实 上 ， 任 取 一 个 GF(Cp) 上 的 人 次 赋 的 多 项 式 (其 存 
在 人 性 的 证 遇 人 参看 下 面 和 的 推论 5.7.1.1)， 由 定理 5.6.2,，GF(CP) 
CX imod f(x) BILE P" 阶 有 限 域 。 并 了 且 对 于 给 定购 上 和 玉 ， 
在 语 构 的 意义 上 ， 这 种 p” 界 芍 有 限 域 还 是 叭 一介 ,由 定理 5.6 .$6， 
Up o" 的 任何 有 限 域 避 包 含 CEP) miUe 
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的 全 部 根 。 若 令 f(x) dh— tis o, WZ P7 rart HE 
EtGGxURGRGESGRÉXKEBGPID) BRATE anser m. 
然 在 任何 p" ER E, KESHA Gik ELTH., Me 我 
de ET YO RRRA —T xxix. 

定理 5.6.7 TÈRRA AE Aa EC p". Fo 
GEEZER o? MEY m, GG YFYEME— ERKENE) 
p” 阶 有 限 域 。 

4 R. P" B RIS EED 3p BE SE RiT RGI p 

MIGBGEEEHA GREC. il4sgRESINGEBQHE— 9E JPG x 
Hk. IRI EE R THA p aike RMA CERA 
EKI FE fu] — REOR RE N A ARR, 

最 后 我 们 给 出 一 个 关于 子 域 的 充分 必要 条 件 。 

定理 8.6.8 GF (9 E GF(g) BT AT HRL o 

证 明 iRU)HSERE. KARRE MAPARI SG 
BEER JOEUH BEC] 4c uS IB, AB, kija HX 
38 5.6.5, JE TL GF (9^) pij AiR H x — x — 0] 
WR, Bhika WTR MZR, BD E, 

I) 为 GF(8) Em RES EM Myx) 的 
每 一 个 根 都 属于 CEQ. Ww fx) STR. ME) 
HERRA w, w, wh, cw VIRIS NAg- HB 
— b, dAkke WD A WW. ika le L E Bü 
H)p —235$8 JC2R 865839 TTH, 


$5.7. BEES AE SUN E ETE 


HIR) 表示 GF(9) Lb &ikii—urigd&gmmp E H 
E885.6.5, GF(9) LAARA a e k BJT- BU eu 
起 的 次 数 之 和 应 当 等 于 9 ，、 即 


g= y eld) 


i. 


i ze S; ng PARED NEL WM MA 
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定理 5.7 .1 


EXBHEX GF OG) 上 上 次 首 一 是 约 多 项 式 的 计数 公 陈 。 
5$j5.7.1 在 GF(2) E, RHA 
1 17， 2 一 2 


hdi) 224UC2) 2)2-1-(Q 2091 
C38 (u CL) 27-0 BC) 2)--£-(8—2)-2 


LO LOO) „F uC) HLA). 2) 


EM a Y — 
——, 48 4)23 


(5) on) - 2 --R CB) - 23—-—1. (ag— 25-6 


I" 
例 5.7.2 d: GPF(3) 上 ， 我 们 有 
fí1)—52H8í(1)- 3 一 3 


7 52) 一 y OL) 3+8 (2) - 3 ) 一 一 (093)=3 
l(3)--1-(R(1) .3+H(3). 329  Q7—3)—8 


ICA) m— C1) - Sa4(2)-3 (4) 8) 
1 ! E 
= G1-— 9 )—18 


Ll(5)m-g- (CI) 3 4 (8) - 8)—-1- (243-3) 48 


等 等 。 
推论 5.7.1.1 对 于 任意 9 (一 如) S ki k AERO E. 有 
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证 明 (P us(d)2—1, WEER S5.7.1 m, Hd o1Uu 
— AVE Cad) gEREBELCRO son 


LR) (g -qUi-—1)/à E itl. o 


= — 12k 
< 证 毕 》 
个 推 论 在 证 月 有 限 城 的 代数 络 构 定理 《定理 5.6.7) Dj $4 
[cona mf n. 
4E 5.6.5 不 但 能 挫 册 工区 多 项 式 的 计数 公式 ， 还 可 以 用 来 
例如 在 GF(2) 上 ， 当 R= 工 时， 由 
x^-p x —x(x-r-1) 
可 知 ， AME 2 IRAE 2X8 X, BDxdgx-c-1.,4h5-—2HH,B 
x -pxcx'Wpxcex(x-Lai)(xLx--i) 
"m DUS142IUSEX2GXX S x 十 ”十 1。 
又 如 在 GE(3) 上 上， 当 六 一 1 时 有 
x*— x e2xíx—1)(x--1) 
因此 共有 3 78 1K -EHER Mz, x— 15x41, M 
R 一 2 时 有 
Xa 一 X 一 Xfxs 1 一 XXX 一 TUX 十 1 
(x^ 352Qei 1) x(x—312(x-F 1) 
(x 二 10 (G-F x -- 2) (x3 F2x 4-2) 
所 以 共有 3 个 2 次 首 一 踊 约 多 项 式 ， 即 十 1，x 十 X* 十 2 和 
十 2% 十 2。 注 意 还 有 3 个 2 次 非 首 一 既 约 多 项 式 症 2x 十 2， 
2x7--2 X -- 180 2x?-- X 4- 1, | 


$5.8 例 
在 这 一 节 中 ， 我 们 用 一 个 能 充分 反观 有 有限 域 特点 的 例子 ， 即 
Cf(16)， 来 总 结 一 下 前 而 所 讲 的 关于 有 了 慑 域 罗 基本 理论， 同时 
EEEE- 22 AS B IRURE REOG LET. 
我 们 王朗 讨论 GF(2) RGE Ge) Lx*— x B3 d n 
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m, URGES 的 几 种 表示 方法 。 
大 家 知 道 ，GF (416 的 全 部 元 素 的 集合 恰好 是 方程 X 一 区 一 
0 的 根 的 集合 。 为 此 ， 我 们 先 以 %* "一 %* 章 分 加 分解 入 手 
x15— x = Xx 1)= x [| QV x) 
dii5 
—xQOx JQ'"( xX JQ'V( x3Q99 (x) 
由 人 鲍 5.3.1， 我 们 有 
QUDO(x)-x—1 
QOx)—x'-x--1 
QUO (xxt x*'qqFx*--x-i 
MEIROS x) 如 下 : 
oco of EE 
| — x5 — x'-a-x^— x*--x*— x 4-1 
注意 上 述 分 圆 分 解 对 任意 戌 者 成立 。 但 我 们 现在 讨论 的 是 特征 为 
2 的 域 ， 因 此 可 将 “一 ”号 一 律 改 成 “十 ”号 。 
我 们 已 经 知道 ，Yx ，>x 十 1 和 x 十 * 十 1 是 GF(C2) BeH 
约 和 多 项 式 。 对 于 Q'U(x)ex'-FEbx--xa-x--1, B3B B5 
防 为 4, 研 5 阶 域 元 素 的 最 小 多 项 式 是 4 次 多 项 式 , 因 此 QQ 人 x ) 
ECPRCA2) 上 的 既 欧 多 项 式 。 但 是 对 于 2 07)， 由 于 2 的 模 
15 jr22 4, MOC) 为 8 次 多 项 式 , 故 可 分 解 为 两 个 CC2 ) 
LB 4:kHEZIZgA. BpEhesexQ "x5 mii GPüe) 的 
本 原 域 元 素 ， 帮 这 两 个 4XEL£g OC GKER piRGP 06) 的 本 原 
多 项 式 。 
下 后 我 们 用 两 种 方法 对 O (x) 进行 既 芍 分 解 。 
一 种 后 待定 系数 法 。 
QZX) WEA RRD EJE 
| x* -- dx? 4- Bx*-EC x4 1 
其 中 笛 数 项 为 1， 其 了 国 是 ex) PEPER x, E SpA 
B, CCGF:25, WE 
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A+B+C=1 
这 是 因为 1 不 是 15 阶 元 素 ， 故 1 不 是 该 多 项 式 的 根 。 因 此 或 者 
4—B-—C-—1, REA, B, C'*BROE—T M1. Bp Aem 
QP x =t a hs X1, AEN BS. TP EA, B, CH 
有 一 个 时 仅 有 一 个 为 1。 当 8B 一 1， 4 二 局 = 0 时 ， 

x* Ax 十 Bx 二 Cx 1 =x 二 xXx? 十 1 =(x*+ x+ 15) 

4 4=1, B—C-0, C=1, A= B=0 WH, REBIT 
两 个 4 RRHH EH Aa te a A aaa, RA 

QCP Cx )em xf px i Ga e). 

顺便 指出 ; B3 8515.7.1 58, 5,04) 3 ,我们 己 经 求 出 GfF(%) 
EE 30 AIREEEU E Sick. 它们 是 x 十 x-- 11，* 二 x 十 1 i 
xt +*+ xb 1， 具有 前 两 个 是 本 原 多 项 式 ， 

3j — Bh ie 3E 3X 1E. 

引 理 5.8.1 Z;uCcGF(a3),wCCGF(q"), Wide Hh ww -+ 
"CRASTUU IRVIAEOMJESSIOEUR. FREEK Xxx rude 
Se 2 a IAE A WESS 190 X 

证 明 HHR, 

MONMCTOSDEXIQUUCX) HHEH £p i BaQ) 
x*-cax?-bx^"4 x oq RERAMy e NX. du 

Q'P x -—19-—(6x - 1)*-n- X 4 1250 xdi) 
tC E11) 1 xx 
PARAZA. HE 5.6.5 
xU — x QP YOS GAE QE x) 
VEAR GEER 4 B0— ARKAS. BE 
xt + 1A BESE r, QUOx), QUCx) $8 Q'PÓCxO, ik 
必 有 
x*-- x5 oq (x) 
QUPCx) 的 另 一 个 既 约 因 式 可 以 通过 x 二 x 十 1 Q9 (x 9 jj 
等 到 。 测 简单 的 方法 则 适 要 利用 互 反 多 项 滤 和 的 性 质 ， 
定理 5.8.1 AREI NUES BELT TES: 
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(1) F(x)= f(x) 
(9) Sf(x)—-a(x)hb(x), WI TCx)—a(x)b(x) 
(35 f(x) JAASER, SRRA ) 为 既 约 多 项 式 
(4) £C2;— 0, ARA) 
(55 了 f(x】 为 本 原 多 项 式 , 当 且 仅 当 了 C(x) 为 本 原 多 项 元 
ir 53 | 
(13) BR, 2-A, fx) 和 7(x) 互 为 互 反 多 项 
式 。 这 就 是 百 反 多 项 式 名 称 的 来 源 。 
(2) B 
a(x)oa a xd cavi rax 
bxi-—-b-4-bxd eh oux" 
ipaam, bbn 0 
-下 是 


POóx)—ax)b(x)- -5 > " 
= + j 


2 
a(x)pCx)- 2| | > ab, eee 
5206 ic-joncv-m-s 


xx-- nu E) xj n EHGRABSEBDHNOCD, TESOÉGL 算 中 很 有 
— 


(5) m (2) ME 
(a) di Cao 0, EI 7)=e fO) 0 


反之 亦 然 。 这 一 性 质 才 明 ，c 是 yx) 的 根 当 且 仅 当 & ET) 
ET. 


(5) lie Sa^ ARREK, Meo EFR RRA 
Nic S m M 


CIE) 
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根据 上 七 述 定理 ，x* 十 x 十 i3 WERSI x 
xti x4 1)ox* x1 
PARSEE Eat tst 1d4E GF) By, Uo" 
xstt x + IBBB. HT aA 15 Bp. Meo 也 是 15 Box, 
因此 
Cx 十 十 12190? (x) 
由 此 得 
QOP( x5 -—(x*-«-x--F1)6*--x -1) 
不 论 采 取 哪 一 种 方法 ， 我 们 都 得 到 了 x "一 x* 在 cfF(2) 上 
的 既 芍 分 解 | 
xi —x-—x(x--1)9x'--Txz41) 
(x*-rFx* o x*— x 9x rx 4-1) 
(x*-- x +1) 

下 面 我 们 考虑 x 一 x 在 GF(16) 上 的 一 次 因 式 分 和 解 m] Bi, 

由 定理 53.6.6，GP C20 ER 2 IX HEe mx xMIÍEGFO)- 
GECA) 上 上 完全 分 解 为 一 次 因 式 : 

x'4-x-- 1x4 ÉEÉJ(x 8) 
WIRD RAAM, T 
+t ô= i, 8S l 

HEH 5.6.5, x° x —x"-—— x A Aa OS GPCA) 上 次 
数 整 除 2 ESI H- EE) S CI S18: 

xt =x (six EGC + a)i- ixt 1) 

e (x 二 Ox 19 (X? Est Elaa à) 
Cx 二 区 二 6) 

请 读者 注意 ， 这 里 蚀 共 纲 根 & 和 了 是 成 对 出 现 的 ， 正 如 在 实 
PRADA, ARIER RA GAE Aa, HEE g 1 
和 一 店 为 同一 个 实 系 数 2 次 既 约 多 项 趟 的 根 ， 即 

x+ 1 =x 1)(x— i) 
LidbsSi4dWg], a Hire 1 Hx'-x-pxX^-R Ox d- p» A BD xh BN, 
xtpOxc 3 XRTARGAWKEDSUOXNBOSDA. FKE 
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(Ex 30x54 8x4 )2ex'-0£48)x 
十 (14530102 ($ b 00x 十 
= x*-Ex*-Ex*-E ox 4-] 
RRR EREI, ETERN Se EGC) 上 上 的 2 次 
多 项 式 的 由 约 性 ， 可 以 通过 直接 验证 来 判断 。 人 入 如、 对 于 x 十 x 
* 1, BRIGFCA) ÞAT, 1, £400 45 ^^ dc B 
^R. BimuqGb.4) LEBRA 
Adi—3Gb Re 一 关 完 全 分 解 为 -一 次 限 式 我 们 必须 将 
(4) EP AGI =F (016), ÉE, GPCAD 上 的 
2 KEEA REGE GU) dau Blog ERAN SRR RA R 
JAGPCAD t 3ESIGEP GOD, WHM 12 个 元 素 ， 我 们 分 别 肯 
希 脐 字母 沐 示 它们 。 因 而 有 
Xi QD x) CU x Q OUO) 
= x+ ly QU? x1) (x^ TR Cx + XI + xl rd 
^x xXx 1) 
xx(X-1) (xż+x +1) (xit x9 4 x? ox R1) Qubex + 19 
(x* - X -1) 
mXxCX I+ x^ -E£x - 1) 0 Cx* c Ex & Ë) 
(x+ z+ 1} (ritat È) 
(Ox? + 0x8) 
(x^ x +A) 
m XCX ti) (x+ EZOCxX c8) (x - 50x t H»5 ixt 5)0x- gl 
(x-rVvyitxo o (X ot GJUXM t m) 
(xtA E) 
(x -TO)x - p) 


最 后 我 们 讨论 GF(16) 的 儿 禹 表示 方法 。 

2b — PUB AS E SEO SE XogRGIC 8), 

ix e EGS) 的 一 个 本 原 域 元 素 ， 为 明确 起 见 ， 不 妨 设 a 
为 方程 % 十 % 十 6 = 二 0 的 根 。 于 起 GFG6) 的 全 部 元 未 者 可 以 用 
序列 

0, 1 =a", a', GCC 

Xm. 

我 们 可 以 通过 & 的 楼 来 分 六 出 GAC6) mix. Dim, 
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axte x t i= ORR, Blaf— a-- 1. M ffi 


ga —aq'*--g 
HER ahta t E= oR, Bamar i, WM 
a—(a-c-£)o-o7—46 
由 此 
C (att uit 
RERE, dedu] RG oum UUEXECF OS) 中 所 对 应 的 元 素 
(SEE 5-1), 

我 们 也 可 以 选择 另外 一 个 本 原 域 元 素 ， 例 如 x 十 Ex 十 去 一 0 

mH ESGRGPOSO) m T 6-4, WA 
pP =a", =a", P =a", ay 

第 二 种 方法 是 将 GP (16) 表示 为 GH(2) CREREF Ae 
的 全 体 多 项 式 的 混合 。 

由 于 elkGF(2) EBJaixEE£dmasmx'- ox o: BJ, 4H 
据 定 理 5.5.4， 系 数 在 GF(2) 上 的 所 有 次 数 低 于 4 的 a 拘 多 项 
式 全 构成 GF(16)。 每 一 个 这 种 有 的 多 项 式 儿 对 应 #5 的 一 个 入 ， 
例如 

0110— 0 - 2-1 .ec 二 1 oct 0 1529. m 
= É =a" 

余 此 类 推 SGER 5-10). HEAR pEr EARE D a p a i 
E59 TPAR dETS. 


AR 5-3 中 ， 候 定 寄存 只 原来 的 状态 是 
Aa +Bat+Cat+Dn (A, B, C. D 0g 1) 
移 位 哑 冲 一 来 ， 它 就 变 成 下 一 个 状态 


20r 
A! a^ B a*-EC" a-- TY 
—a(4a*-- Ba*--Ca4 D) 
= Aat + Be -- Ca t Da 
= 4 a+ 1)+Be +C + Dae 
— Ba? + Ca* (4 4- D) a 4 A 
RT 
A=B, B'—C, C'—A-D, D'4A 
fiim, e*—0110 的 下 一 个 状态 是 
1100 a*-- a? —- a*( a + 1) =g. at=" 
因此 从 a —0901 出 发 ， 经 过 上 上述 反 僻 移 位 寄存 器 就 可 以 获得 4 还 
次 寺前 二 进 制 多 项 式 表示 。 
这 种 谈 示 方 外 丰县 前 数字 电路 中 最 第 用 的 。 
3B — BRI TR JEBI IOS 2 XE Jr EA 
mH, M 


我 们 可 以 写 R 
log; E = 5 —0101, !og,2—10- 1010 
CE ERO CEXES 
Me, HRANE cd A DCOERBDHESH AA a MDa, 3X 
4 zIGP (16) 的 全 部 元 素 的 对 数 表 未。 
EET REESE LO: AES EE 
85—. RAER UB S TT S ETUR — E R0] ACE 
X& f URP. 
xa", Hytera =a tm HH. 
log. X =m, logxi =15— m 
H, Eum 5, ， 刚 
loga X = 8 20101 
而 
log,x “1 一 15 一 5 一 10 一 1010 
它 刚 好 是 0101 的 逐 位 取 补 〈 即 0-*1，1 一 0)。 
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WSS—. fEXXOGOX HI A HE dESE OUR EpruT m rp doo CR 
AEST Tr E, 

EJA, w =a 为 15 阶 域 元 素 ， 册 于 2 的 模 15 阶 为 4， 故 
w yI d RRG, ORRE 

w =a! ww? 一 a?* a’, w —gl*, ry? = dq? 
我 们 有 
Jogem —11-1011, log;uw*— 7 —0111 
: log;w 14721110, logaw —13-—1101 
显然 由 1011 逐次 循环 左 移 ， 即 得 
0111, 1110, 1101 

在 结 东 本 节 之 前 ， 我 们 作 一 个 注 记 。 理 论 上 ， 我 们 可 以 将 
GF(16) 表示 成 GF(2 ) 上 任意 一 个 4 次 峰 约 多 项 式 的 想 的 低 于 
4 次 的 多 项 式 。 但 如 果 谈 多 村 式 不 是 本 原 多 项 式 雪 示 时 ， 就 带 来 
诸多 不 便 。 例 如 ， 了 ?= 二 Qi 是 方程 x* 十 六 十 六 十 x 十 1 = 二 0 的 根 ,是 
5Br4UXAXGUE. HDTV —1, WEPIREERGFS) 中 的 全 体 
元 洒 表 示威 ?的 曙 的 形式 。 但 是 我 们 可 以 通过 ?的 梭 及 其 陪 集 求 
oxGP(18) 中 所 有 的 元 素 〈 见 老 5-2), 

EGF 中 的 元 素 玫 未 成 ?的 低 于 4 次 的 多 项 式 时 ， 首 
HA 

1 =0001, T =0010, ¥*=0100, 
p*= 1000, v'—1111 


注意 到 
Y =g? y ma*-a lg y3— ga? at. a 
EX 
ay? —y35-. Y — 1010 
Qy' —o* — y*-- y —0110 
FER, 


A E ME 5-4 PRE DAREMA rR aR MME 
-A P RS R E, EATR E REAR AA AA AS E g R e p pg 
它 4 个 状态 ， 然 后 返回 初 态 。 例 间 ， 当 初 态 为 1010=a7 HW H 


T4 = A+B, B= A+C, C'—A4—-D, ID'— 4, wE 
jlüli—T^ FV-u—1-—22z41-—a'—ay 
Be PORA 
1091 =Y? 1 = 二 + a 4 1 =a -ay 
1101— v5 — 7L 1 —a?- a -+b 1 =g" = gy? 
010122 7?-4- 1 —a)-ra*-p 1 =a —ay* 
最 后 返回 审 态 101027? 


$5.9. 最 小 多 项 式 的 求法 


在 前 一 节 的 信子 中 ， 我 们 已 经 求 出 了 GCC rn BE o6 X 

GEGPFC2) UO 的 最 小 多 项 式 。 设 CC 为 本 床 儿 项 式 % 十 % 十 ] 

(rd, dud Nn (x) 表示 at PINE SR, gd ota 
1- 034g XRJGP(C2) MÆ 5-3, 

由 定理 5.8.1 易 得 ，& 的 最 小 多 项 式 汶 mCx ) AHA a 

的 最 小 多 项 式 为 mCx )。 因 此 ， 在 表 5-3 中 有 
m9 x =m TD y ) =m Nx) =n (x) 
—x'Lxud 
LEJXRAHEeEEd c EST 248). 

HERRIE iH, AEA xcd] 
rà PHobdHAHURS,. RIRA D ARR. Uo. J 属于 同一 
个 分 图 路 集 时 ，c 和 a^ 月 相同 的 最 小 多 项 式 。 

定义 5.9.1 Ros AER, HOss«-p'-—1, mMr EE 
p's—s(modP"— 1) 的 最 小 正 整 数 ， 则 称 集合 {s ，zs， 六 5， 
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(——— T2 a aaka. 2 ai oru n reni FER e "wi Fr UR Leg RUN Ur —ÁS , " mis , . ini 


| 
EE | [it | T001 ! 0010 emt | ctor [ orou ' orto | otor icon * 0000 | 


| | | | | | 


x uq 
WAT ELAD 


r 
m d 


人 


0 pax UIS BE A 


ri , gr i p, lo 


=" —— rM -o—o—H LL Á 


^u T 
Mg up: 


OLIO | L000 | 0000 ， Gg (25 


| 


| saa | mE 
00125 ; 1001 | lili i ATTI | old: TEOD | 0011 | OIOD | aco | 1101 Ene | iut | TUIS 
1 

1 i 

| ooo oa T OoOo 


一 一 一 — .— — 一 -一 一 一 ———— —— — 一 -— E ————— 一 = 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 - -一 一 
| 1 | | | | | | ! 4 | ' 
a o E | 9 | oi RET | af | s (o8 d | 
i | i . ovd V oom Yo looo o o um 
OO 一 = 一 | 一 
| | l | u 
OLTE! TOTI QOL! 1195 | Ùp IÓOI T| vont | IHO | OTHO | TOTU ! ODTO IUG OLOO 0 | T0600 | 0000 5 x S d - 
| | i l | 04 d. MEE 
mE | OOO r | | I | - ur 
[LOT ' LOIT | [TTI am ILIO "n TOLG | TTOT | OOTI | OTTO | TIDO 0001 | OOTO | CIQO | TOOO , 0000 | yp (2242 
-m-i MUN O nam o aMMa 


d | g ar j vo 4 | & E I EN 


- : —— o. —Á 


—m 
T— o — c[|—-—-——-.—.-— 
—— 

— 


| 
g? | rin la H 


* 53 
F E Er Js 多 项 式 
| 
1 | fa Do 二 x1 
sep (i x)msmiP3x)zsmiU0x)z-mUDILxo)xx 
| 


cx] 


-< chm 


—— 


mides mi x) = mx = m= x 
+xð+yž+ +1 


一 rm 


一 一 一- 一 一 
c. eln mle yemi ix =x + 人 +1 


一 一 


mm x Nix)= 


TE ae 


ru ais, alè, "28 | 


"T uL 


为 楼 P" 一 1 的 包含 5 的 分 国 陪 集 , Mo I ps 18 XE p” 
1 EE, 
piunt, YEGPF(2) Eb, HE 15 B5 LES S808 
C,—10) 
C,—!1, 2, 4, 8} 
C.—í3, 6, 12, 9} 
C= (5, 10) 
C, ={7, 14, 13, 11} 
MuBC,xoR1XNP SABES Xd s. ARs A E OBE HS p 
表 元 。 
ia X b RREZ, WUCS— k, Bl, A EGF 中 的 


(gag m 3 BOSE, TRES 阶 为 2, 帮 oz 是 2 次 域 元 素 , 因 


此 | = 2, 
再 举 两 个 CEF (2 ) VAS BT 
mod 7 mod31 
C,—1(0) C,- (0; 


C,—(1, 2, 4} C={1, 2, 4, 8, 16) 
C18, 6G. 5j C13, B. 12, 24, 17j 


C,— 15, 10, 20, 9, 18) 

C.,— (T7, 14, 38, 25, 19} 

C; — 111, 22, 13, 26, 21 

Cg (5, 20, 29, 27, 23) 
Ba ECF ERREA xx dic. Wa, o, 
a* 的 最 小 多 项 式 显然 是 站 十 % 十 1， We, e, cj 的 最 小 多 项 式 
HJ m'*x)-—m7P(x)sem"^P(x)emPPx)-x-rEx 241, 

Eu ie- a-c-1i--0s3gXmGcFOoS MÆ 5-4, 


Ae — 5-4 
元 X | 最 小 $ I 式 
ü | x 
1 ! "n0 (xyex1 


——— r — n 


LE E. 


HN) = 人 二 1 


一 


= 一 一 “一 一 


, | fO (x ymoga000x)2m(x2mUCUD(x»mxx5£zix22.] 


z= a+ 1, eo 二 a e 
我 们 可 以 直接 计算 a 的 最 小 多 项 式 为 
(x 十 CI -rat)x a?) 
= + 二 +o) 
一 x 十 x? 二 1 
顺便 指出 , 我 们 可 以 用 下 面 的 方法 证 明 x* 十 x 十 1 是 GF QS) 
上 的 本 原 多 项 式 。 因 为 本 蛛 多 项 式 的 计数 公式 是 
PUTTI, (EGEO E) 
Mom - snb, GEOD miti T Ce» 个 本 原 多 项 式 。 由 例 


57.1uffi, GF(232 上 共有 2 个 3 次 既 约 多 项 式 ， 因 此 2 个 3 
次 婚约 多 项 式 
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x'-c-x-c-1, x x*43] 

者 是 本 原 多 项 式 。 根据 同样 购 原 因 ，CPC2) 上 的 6 个 5 次 婚约 
多 项 式 都 是 GF(2") 中 的 本 原 多 项 式 。 

一 般 地 ， 我 们 有 

定理 5.9.1 当 2" 一 1 为 素数 时 ，GAF 人 (2) EX miU E 的 
A X SE m fed ni M, 

WEBB ”首先 证 明 当 2” 一 DERBI, maa XC. JE GE 不 
BR, m —pg(i« pP, <m), WA 

gm 1 =2— 1 2-(2*—1)5(2'"7P p... E2740 1) 
因此 


FT 了 r27 1) 
人 
0m) "m "i 


GER 

在 数论 中 ， 称 形 如 2” 一 1 的 素数 为 黑 森 尼 (Mersenne) X 
笋 可惜， 这 种 索 数 是 很 少 拘 。 日 前 仅 知 道 29 T ELSE XXX, 其 
XI ZR m 487 | 

2, 3, b, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 

127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 41253, 

4423, 9689, 90941, 11213, 19937, 21701, 

28209, 44407, 86243, 132049 

HG mU Xe3kmp, 2"— 1 可 能 是 合 数 。 dq du 27— 1 
2047 二 23 X89 

—Rti s. SEE AGSGGE4E EB. 

下 区 我 们 介绍 以 己 知 的 最 小 多 项 式 求 其 它 元 素 的 最 小 多 项 直 
的 ik. 

定理 5.9.2 CHF (Luca) 设 上 为 素数 ， 且 


f 
N= y N,p, 0 «UNI 


1 20 


2 14 


Wil 


证 明 由 定理 5.4. 4 得 
^ jp | 
bao N\A’ 


于 是 ， 

(1 E x )""42(1 -ExD*1 T X0" (mod P) 
亦 即 

np* A /npd- A no fna A A 
KOHAO S Oen 
m= 0 "m "ecd. j j=0 Kje 7 
等 式 两 边 形 如 x A RRO A ER S0 LAB 
«Pn, FREAR Me "这 种 类 型 的 项 ， 因 而 有 

npt A 0 SRoA-B-DbP 


= / nf 4 
(Y^) assa<axs 
Mp4 Bl (ARAB | 


我 们 定义 ， 对 于 A 三 B， 恒 有 


于 是 


Mn b A 

=E J ) nca b) 
kp- B hR/XL 
HEROSA, BLP HRM. 


HER W, S = 26i, EEKE. ABHI CC OE W e PR 
的 正确 性 。 4 证 毕 ) 


& I5 


推论 5.9.2.1 在 定理 5.9.2 的 条 件 下 。 只 要 有 一 个 Ri>N,， 
i—0, l, d. tt l, [oL 


N 
| j= 0 (mod P) 
k 


WEBH ”由 定理 5.9.2 即 得 。 
注意 ， 当 户 个 是 素数 时 ， 定 理 并 不 成 立 。 例 如 ， 当 =10 


14 1 4 
Bj, | le: (modi10), Zi 】 - 6 (mod10), 
12 1 2 ! 


WEN eME EELA m(x), man kiih E Mk 
mox) amr. 

m(u)—0, YHH Hml +t k)—0 
He, Rix ) 一 名 (十 天 )。 当 圾 是 正 整 数 时 ， 我 们 就 可 以 利用 
ZACAT RHA) 


" 
jm) 一 四 m+ 一 加 mw je 
" " j 


* 
F 


f 


FE PAIR, ER EAE M e ET R Ra, 
例 5.9.1 ikae AGF) «qui, HexXEGFO2) 上 的 
RAER Am (x satt na Ra Ia r 1 RA. 
EGF(2) 中 ， 计 算 过 程 特别 篇 单 。 根 据 推 论 5.9.2.1, uf 
以 列表 (5-5) Ti 


: | | 


asaya] aà3 | a |] eo | o. ] a2 | n1 
(x d 151? | 1 0 | 
1 | l 
模 2 H | 1 | 1 | 0 | 1 | 1 | 1 


Bj dp, mxi sett t+ ti, ga m Bx5-7, jM 
m (x)extvxb Lg. dO 


210 


mS yu vb-pux*-Ext- x c] 
已 知 9 ERAN Um (x 0, 常常 需要 计算 ce 的 最 小 多 项 
式 ?4 (x )。 在 特征 为 2 的 域 上 ， 当 上 一 3 DB, TRAD TGbIEPR, 
定理 5.9.3 Ha EGIT" 4 Dm M d boo x, Ul] m0 x ym 
(axm V (0x) mS (7) M 
WESS  dym'' (a) = p, nS (a7) — 0 p m MO G0, 
H T a= 1, 4&3 fL A mU Cos) | mU 8) TH mU? Co^ x) mt? 
(x, BA, m'POG]) MERC mx), mU (ox) Jm? 
(Xx) PRSA Re c HEH )} 
mU (0x) ATBTC, A PA= AG, B= xB"), 
C=C, WMMP (ax) = 4S aR a) -HC (x) = 4 4 
B8--Ca8', HE, mU GO = A+B+C, EE 
m (x )m I (ax)m"? a) 
—-AL--B-rECOoCA--Bà- Ca^) (A -- Bo^ Ca) 
= ABC 4- A B*4- C8 


E LRA, RBUHYTIEX. 

— 8 十 1 
ATY ERAR, MA mU 0x0 计算 mm 0x 就 不 全 有 什么 困 
AY. 

例 5.9.2 计算 CF25) 中 全 体 元 素 的 最 小 客 项 式 : U 
mix Pea +1, 91 E SOR HL mI Cx), "— 
ib AXE m x5. x 5-6 941H T mO xo — aT xp dl 
m'DCx )— X*-Ex'Ex EX" Y1IBSEJ HEFT. R aih TY 
TEUER S 

我 们 仅 对 由 mO (x03 03€ m CX ) 的 过 程 巴 以 说 表 。 这 时 有 

A=1+x:, B=xt, Cex*v-x* 
志 在 4、 如 和 人 CC 列 写 出 mm 中 CX)】 m4WN5o. 13123553 


JAWER ERIP, RIAN SOM, KBI Sd, 
i C5 2505. 
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S 5-6 
Á | B | C 
— | e — M ÀH— 
miD) Ü Br Bb 
SEGUE AUR E 3 4 
ABC 
3 | | 
px? | D. 5 | à | 25. 5 
& 
ESERE Ei » I | 2 
: ca 3 | i | 

ABC 
UU. ds 9 4 | 2 
m O (x ) | 0 | o4 | 2,5 


LI 
~ TT TH Y Uor---w 


AR i REA, BUS CÓ i, BETA A = 2, As. 


ihm —r£4;—1,. 二 为。 在 本 例 中 ， 交 叉 桂 滋 项 为 0 十 2X? 

= 6 M3 +2x0=3, PUIAR, WME 5-6 Book, 38 

(RE, TURC BS SEDE AAR. "lE 2 F2 x5 二 12 和 

p2 x2=9, BXULS3 dg ATE 3, UIS ATUA 6 h 
接着 计算 4BC 中 的 诸 项 。 本 例 长 有 4 项 , 苑 0 十 4 十 2 一 

0 二 4 十 5 一 9，3 十 4 十 2 一 9，3 二 4 十 5 一 12。 — 

42. 3, 8314,40 2:05—-6H Toy, 
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Hg ib*deo-er rgo 和 ， 我 们 得 到 0 、1 、2 、4， 
5 。， 因 哇 ，P mxm ax) — 1 x? + (x9)* —- (x*)* 
(X9), RBD x ex" xf x*uxmnU x) MEE. dppx 
x'4xt-b ox cp RRAS TE 
m (x) =x Ha ox 4-1) 
HELSA DART 3 个 最 小 区 项 式 。 
mU? (x) —mUP (x) —x (x )》 E 
—x?-Ex*-E 1 
m 9? OO =m (x) =x x5 ext'-c«Facj0x x4 qj 
—x*-Ex*--x*-Ex-F1 
n C9? (x) m9 (x)smx*x*-x*--4Lxj Bxi41) 
一 入 十 和 十 全 十 < 十 z 
Hata- dq = 0 ENRE ON 365-7 Bron. 


12 EC ^ 
m PR te Ro ^ # 9*9 R 
C. | mOOx)zxci . 
C | mm m= mm =x T 
x+ l | | T 
C4 m Gcm Ux qug xm m) :Q M x) x 
T+ x* o [ 
Cs míixyznzgüUN ye 1209: (x r= xb 
ex5 4 xi+ xd 
C: m= 
| (SP 0x )-x9-x*-x2-xM-1 | 
Cu mísDx)smÜUDQx)asg 90x, mr , 
m UP iCx3o x8 xt x8. x cd 
Cig Hn O8 (x y s e UO Cx y map C9 6 n qu T Sp m 


| 
| mU Pix =+ 


三 本 节 的 最 后 ， 我 们 介绍 一 种 求 最 小 多 项 式 的 - 般 方 法 ， 这 
种 方法 很 容易 让 计算 机 上 编程 实现 。 
例如 ，? 了 是 GF(3) LRLS Xo tti B^ a A 1 
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GF (16) "PES. Agak a 一 ?十 名 的 最 小 多 项 式 。 
HS, wv yo, RIE 


1-1 
& 一 P 4v? 
at 一 y yt 
4 一 r 
, a*= 1 + Y yt 
Wo 的 最 小 多 项 式 为 
m ( X ) — my T n, x max rmx 二 mn, x4 
因为 
m(a)-0 
"n 
(! 0 0 0 
oO 1 0 | 
(m, m, m, mm) 0 1 1 0|-(00 0 0) 
Ü ] 0 Ü 
l i 和 j 
PrE 
Piy Hr S= 
"m, H, Hm — mmo 
m= 9 
m Hmn, = 0 
得 


fs 一 ?一 0 mQ,—m,—m,—] 
Kit, e 的 最 小 多 项 式 是 
mx = +x +] 
$5.10 mV mm) R 


多 项 式 周期 的 颖 念 是 编码 理论 中 一 个 下 分 有 用 的 报 念 。 
*EX.5.109.1. E /(x)cGPF(a5Cx?, Hfioo- 0, R 
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(eR f Oxo — 1 EARDER A pe fox) BEER, d 
A PUE 
Aag f O00 0 的 假定 是 必要 的 。 窒 则 ， 当 了 (0)= 

Hj, fix) 必 丰 能 整除 任何 # 一 1， 从 而 jx) 的 周期 不 
Hd. | 

JEn ANA, GEC ocx pig ETARE Fix). EIUS 
XRGP(G)UxXImodfix), HER 3.2.8 50282540, Maki 
GF(q)UX3mod f ix ) 中 那些 与 T" x ) 互 考 的 禾 余 类 集合 构成 
Hj HAURA d. Wick EPOY (CGBG9G)UXJmodfixz))', BF 
GF(q E FUR. AiE REGIA A PER. Warte BEEP ILH x 
mod f(x) Eri B. EAF 0)A0, Wix. fix)) 
— 1, 

定理 5 10.1 fix) HANI bcd (GP) x Jmod 
fixo PJR X mod f Ox 9 之 阶 。 


GEM ePUf)-] n PEE Fix) — 1) 的 最 小 正 
Xu avr kanod fix) Ý 3 v3: JEt (OF gx Imod ft x) 
中 的 " 为 | 《证 毕 》 


beH, HF GFEQe)Ux HH 的 任意 多 下 式 了 (7 )， 只 要 
Fojo, ERB | S A IPEDS, 

推论 5.10.1.1 dif IXOECGF(ig)Cx2, fQ02£5 0, W 

AEDI — iE EUN PCÉHI, 

证 明 3? 0x) — 10, Wl 

x=] (modf(x)) 

píEXM3.3.5 BOETE 5.10.1, x Bi dE PCH, R m. X 
bÓFO LM, WU d 39 3.3.5 fü Sg 2825.10.18, xz 1 (mod 
Fo 9 fO - 1. (WEISE ) 

CRRA E N, WA 
M 3.10.2. i$ f(x) 为 GPF(9 orx impe m i SE 23 4 T8 
Wb fx) BUE fis) ECE 中 的 松 的 阶 。 
ute dim 3.6.3, Openodar CX ) TJI X, Fi 


X 
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y. Jex) HERRIGS gh, HORRI 5.8.2. X= 
x mod f(x) BMA fx? 的 一 个 报 。 出 定型 5.10.1， f CX Of 
EJ] SURSXBU ST. Cur) 

JSBLy9El5.6.1, ARIA 

引 理 5.10.1 EEAS b. MS 

(x"— 1)1(x*—- 1) BAUR mim, 

HER BEH, 

引 理 5.10.2 dU (a, Pli, W PIPE h ES ZJ 
fix)-x-— LUR EARN, 


F (x)=ax 0 


f/Ox) HEAR x pea a, 
j'tx)-21, WitAsX3.1.18, f (x)x'— 1 URHSEUdXX 
- : DECR ; 
s!25.10.8 fcx) EFCC: PAS AA H 
£Cé0090, J | 
(Pif), Pom 
证 明  HpESÉS.6.:1 4/070, 4 
FO Qo 1) 
[d UE, IRIMHEISS. 10.1.1, 
Pfou(ig"— 1) 
BAR Prig 15, RP PCI, Kig 
h, Ppiéf ))— 


p- 


TREIE ARD URDU 006 048. 
定理 5.10 3 GECOK PRER, foo-[]/vyo 
?i 


a fix) EGF gH xJ ERIR AT AE. PH. 
p Fa) ~= fi. fl - n gy "7. ( 
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b(f)omn ff 


R = m, Hy, cte, MJ 
d —-l'lor,(maxim,, Ma, -e, mp3] 
此 处 用 符号 [xx ] x x WELCHEN. Dim, [3.5] = 4. 
证 明 我 们 分 三 步 证 明 。 
(1) Wf (x) KHz, HbPCgf)n, W 
Bf)—b(rpyr 
HT d = f logom |] 。 下 面 ， 证 明 这 一 论断 的 正确 性 。 


EH [Ev 
ppm (5-26) 
mcm 
f" (x (t 1)" 
pid 
f^" X | Cx? — 1 y 一 ( x? 90h — 1 ) 
因此 


POP PCF) (5-27) 
Extsed Df —p[p.a, Et (a, #)=1, WA 
EDC DEE D 
根据 引 理 5.10.2，x' 一 1 PH &BSS, BH f(x) ERSS MA., 

故 由 定理 3.1.9， 得 


(xD 1) 
FH 
mD (5-28) 
内 此 
HP fòla 
由 式 (5-26) 和 式 (5-28). WA 
p 


所 以 
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bI =p aap pCf) (5-29) 
综合 式 《5-27) 及 式 (0-230, RERE, 
(22 WE f (x)omfiOx)fOx), 其 中 UiCxO, 六 (人力 一 
1 ， 我 们 证 明 
POfo—Ut PO, Pa 
ia-—-CP(ÉÍO. P3, m 31285.10.1, $8 
fi — 10, fix 2X — 1) 


Vis | 
GiCXD, felx))= 1 
改 
FAX Mx -— 1) 
ESL IL 
bf )la (5-30) 
RIL, WF 
f(x 2 G0 — 15, Fix) ot) 
故 PAPC PUDI PCI) 
内 此 
a|P(f) (5-81) 


£k (5-30) 与 式 (5-31)， 命 题 得 证 。 

HARAR, AER ERRE STAARE A 
硼 乘 的 情形 。 

C32) Hj Ci) 和 (2) ÞAR, 8 

PFI PT, PO, e 【7 
= PD P", b p, e. PODPI 

Hd =f logan], i—1,.,2,., 7 

Ha 38 5.10.3, (EU, P)—1, i=l, 2, e, Í, 
Ej uS 


© 请 读者 证 全， 妆 〈G, 户 )= 【5 站)= 1, HrsRI, m tap, bp 
(0,02: pl, [apf,bpri-La, b- pr. 
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CPD D, PD p, e, PLL) PND 

=p Ps Pifas a PODI H 
EP d = max {di €. c. 68. (iE >) 
Hi5., 10.8.1 Zig Ep, 10.3, "m— 1 Cisi, 2, 


1) WW 


mE 
+ 


PiS) n Fag ce. P) 

TE BA id d => ior, i TIAA Um, Hia. mE. "y ] 一 | Togy i 1 一 
0, BH pofita (证 只) 

PERS (X) JE APA CR EREL wW, HP(g)-—n, Bm 
x"—1-89í(x)hix) uf5bh. C= ig (x DER 28 5 n - 
PCS), 

例 5.10.1 RE 

gíx)-—(x'J- x -x'-Mx-3400x- x41) 
3j ^E dzde EUM Siu rBÓIIEN GANE IS. 

fio EDAT PCG), 

FRANA, gix keta t a 1 EGEF Lug 4 
REAS T-A, EE GE (29 HAJA e 5 Broc, EE P (g) = 
5. fis ir Sta Ht 1 EOF) 上 的 4 REESTR, M 
p19) 一 2 一 ] 二 15。 由 推论 5.10.3.1， 4 

PCg)m[5, 152—158 

I5. 10.2 zxGPK(C2)2 LH SIX 

fix)-x-3) Cor x*-Ex*-oxvcxixUc-xrM-1) 
的 同期 。 

Si MGP 2) 上 了 肯 泛 约 和 多 项 式 YY 十 1 的 周期 为 1。 因 上 红 

定理 5.10.3 得 | 
P(Of)—13. 5, 18]7X 22—15X 4 =60 


JTA I GEREN. MIDE., EAA RREH 
HMJ; Ea SA i BCH ER 


$22 


$5.11 ZINA ADPCHAS 


Macri iHe READE., S0 EI R IEE i—i AR E 
EELA Rp R hR Ra a We RART, ATIRIA Bi 
RAUPA, REALES AA AR R, iv EE m e 
起 象 的 要 困难 得 多， 经 过 了 约 1n 年 的 了 时 间 ， 纪 正安 个 错 泛 的 码 才 
dri (Bose). MPA, (Chaadar IGF bST4 SECOHocquennem) 
W Re, RAE RIRA ABCH ia 

$o y gapi a a o A aO R E E T AA S m 
tyg n o—2— Q0 R a a aAA OCH O P Ea 

回忆 二 元 5.10 W iI R r T 
[^ 0 0 6 0 
6 0 0 1 1 

0 0 
0 i 


D m o2 C 
=i km + -— 

~ 

I ^ 

T3 

- 

-— 

ml 

— 


HPA TEH. BAFA a 
a GFC?) ba gx erm Tat toa h dpud. HERES 


~ 


未 5-2， 可 使 万 和 的 各 列 与 add 3 F ap E, SETI 


| i 
3 E : E (f = Fi i - 
J : E i G | 
} os , 


A . r ,1 -tè 一 E a t. t E E: El T 
SR D HA A wa ZH HN JN Ua ， M Jj dw 1 E npn) TOL XX Tuati 


ANTUIR. TAEA PEE A de. pmi ies e 


pr y pka ipaesi DORSEVZCSTRRADP c. Slo 0089 
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H =(1 a mc e a 


Ü Ü tt €] 

Ü 0 too 0 
0 1 D0 c D 

i 


ii 9 à 
我 们 从 FH, BEEN. RAELA Ra 的 一 致 校 验 短 
HE, 
TAR ATRD e A A SERE MPEEE EP. Bub. SÍ 
Biim PETK, CERK ADH., EH RAEI 


/ 


| a a^ | 
Ls fea) e fia’) 


其 中 了 是 CPP sSGPFO*) 上 的 某 个 待定 的 一 一 映射 。 

X I S3XuHGg pug Xa aix—dmuEpGE, REAP 
择 了 。 由 $2.6 RTE, fXUEDSEBITEER ZAR —3X 校 验 矩阵 
中 与 信道 错误 相对 应 的 各 列 之 和 。 因 此 ， 如 果 接 收 向 2€ orn, 
Fig tm, Fay tmt, Fg, rm, Paa) BU ns n; HA dg CRS : IAS J 
位 冉 诸 7)， 则 7 的 伴随 式 s 为 


a pa | R, | 
各 g = A 
( (a^) 4- f (a^) | R, 
定 


于 是 ， 我 们 的 间 题 转化 为 选择 了， 使 得 当 给 
MRT iJ bH E 


RAT 之 后 ， 可 以 


+= | 
f (a0 - f (à) 5R, 
最 简单 的 选取 法 是 令 f (9) 二 a， 此 时 有 
a'+ai= R =R, 
TREH EB : 807, 
其 次 命 f e)a, E 


zooa = R 
a” -p a” -- ta! a= R, | 
PARTE S3. 
EG f (a) =at ipf IEn m xl 


a' +a = N, 
a? ta — (a tanla" tea ai +a = | 
ET 
Re (Ripa =R, 
ER 
c Ri (R, 0) 


HETK, a Ra 是 方程 Cx e a eie a 4a x 
a"! cx Ry -77 区 +A? ) 的 根 。 C^ RRuxxXBgB2ARGEOUÜ) tm 


2 XJ ER, RATUR AR Mhe 和 和 Qa/， 从 而 得 到 i 和。 
所 以 这 各 选取 地 的 方 染 是 可 行 的 。 
jx, MEA 
1 i ry (a a "i dd a e7? a? ai ai! gl? ai? i 
r- 


] ir g” g” gi*1 QU "7 (t ait l a^ c" g” "E 
ME. Duct uy 一 5 阶 域 元 素 ， 故 在 第 二 行 中 , 并 非 
a 的 名 次 征 痢 出 现 。 将 量 ' 写 成 SF(2 ) ERRER 


000379920801 30101 1 ! 1j 
00 10 05 41 1 O ? O0 1 11D à. 
0 1 0 0 1 13 90 4 90 101 1.) 1 1! 0 o | 
Hs] 0.0 0. 1. 00 1 10 1 0 1] 1 | 
É t 1i 1! 10 1 1 ! | 9 1 1 1! 
(0 0 1.0 100 1010010 z 
由 6 0 13 1 00 0 |) 1) OÓ 9 09 ! = 
1 00 9 1. 100 01) 3 9 9 6 1^ 
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EAT, BRESCIA, WMR =R= 0, 如 果 发 生 了 一 
^4, Gur m4. Wesa, R,—o". AERA kn rag 
v £i SEBCHSO2BS prE 9257; 55 brc if. Fis tt Foni) EE 
R, 
| | 
OR, 


(1) FR =A= 0, MAEN A Ihi 
(2) dí 0, HA Ed, Reki WIE: WE, 并 
Hern E r+ oda 
(9) ii HR, D. Hem, ire Jr Fé 
x* 4- Rix+{ Fs 


| FX . 


+ )=0 


车 该 方程 有 根 e Bloc. MTD H ; mifziBdB. Jeary 
IE. 之 

(40 fE HE TUE, Hia bAES3T9ux. 

注意 GEO! r2: dgGE(QU 中 来 必 有 根 故 第 
CA o 种 铺 形 是 可 能 发 生 的 。 

人 中 的 3 深 方 程 不 能 合用 常规 的 方 法 。 
uL U E ARIRAMA AES EECLIE PCI X JE Eod 
Rm, ZEREA EMTT, 

T5. ttd) araiz erp d L oL. Mr SITE 
5H aX 


Z2 
ecc f Tea ig 2g E 
xg tx J = i 
BEBRI M, duc TIT DUAE. niab 
xtrüüi.c mm M 


/aj -uq5-a-dqU M pP oa 
£ 
s 一 = 
at 十 1 +a" "4 


AE R,-—a*, H*-—at, jr H. B LAS 一 0 4} a =a" 解 方程 


a 6 
AIAR a WARR "DAE xcu, A EPE FM) 8] f E 
^ EI E gio, 
A T ARGA SD CHE, TIBUJ— End RÓBESOP Uu 


HEJSES o, AAR OC—ALZDBCHEOSURMDS. MFT E 


第 六 意 ”循环 码 理论 的 进一步 发 展 


$0.1. EBEKRE 
WaR CEC) 前 护 域 上 的 一 个 次 单位 厚 想 。 这 里 应 当 指 
1， 如 果 (n.0)-— L, WER n HERR OFCI) 的 扩 域 一 定 
FE, EX, KEA n Bong Hy GE( 40 的 最 小 扩 域 , 相当 于 求 
EppBpipxe Xm, d 
nlg- 1), 
ikam a BEER M (n,92-1 RI, XXEERJ m D EE, UR 
HERAn BAAT, F7] 
rs ge 
中 必然 有 相同 者 ， 例 如 
q'z:q' (modna), i 7j 
于 是 由 定理 3.2.6, 
g= 1 (mod ti ) (6—1) 
使 式 (6-1) RGEÜNEEZMIESÉCHO : — 7; HOS BDESIm. PIU 定理 
5.6.7, —5E RTDLFEIBET22 4" BARR GE», mie GP» 
中 就 含有 站 阶 元 素 。 如 果 GCC) fip P. WMR On, 2) 
1 就 等 价 于 (nn, 了) 二 1。 
根据 上 述 理 由 ， 在 血 环 凤 的 轴 论 呈 , 我 们 总 是 假定 (%,， 9)= 
1 ， 特 别 在 讨论 二 于 德 环 码 时 ， 总 慨 定 (n.220—1, Hm KA 
奇数 。 
ibx"— 3 —f xXMIQxOMefl0 x dkx"— idEGF(a) 上 
人 重工 约 因 式 分 解 。 国 为 (7,98) — 1, I EXE A TUBIS, P 
没有 和 蛋 因 式 。 出 于 可 见 ， 码 长 为 #* 的 落 环 码 共 有 2 T. 
RUE, PO FRE x) IER A GN SS SER, DU 
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m, hOX Lx fax), 

定义 6.1.1 MRAP (Ox 05 TRIENEXWBERGR MR Oh 
(x)» 称 作 最 小 禾 环 码 ， 或 既 约 循环 码 。 

十 述 定义 玉 源 杆 最 小 理想 和 最 大 理想 的 概念 。 

定义 6.1.2 RE RERI ARIELLE, EREM 
NEBRETI,MWN:-0,.4RMSIJSSRd|BIUSXIBS, 
AJXxmHeqTemiM, wM-R, 

为 方 合计 , EEA AGF gC 12,1858 38 4.6.2 
AW.Kx) ER R, BARRAR, MRAR RIA, 而 
《<j )» 是 环 Ra 中 的 最 小 理想 ， 故 称 为 最 小 钉 环 三 。 后 面 我 们 
将 看 到 ， 在 编码 理论 中 ， 最 小 理想 远 比 最 大 理 息 的 入 念 重要 。 

BC (n, k) RE gx) , degg(x)-—n-—&, 
JE eA n KARR, WMA 

glx)= | | (=a, 
EK 
其 中 五 是 分 图 障 集 的 并 集 。 我 们 有 如 下 定义 ， 

定义 6.1.3 dk n 次 单位 根 (OT PCOK) 22 18 35 S C == 
(9(x PERR, IPBUCHIA GOACRCOE HEAR AUBUR. REEN 
n iA, BNA Cx) 二 (x 一 10/9 CxO 的 根 为 C 的 非 零 点 。 

下 面 的 定理 各 拆 我 们 , 钳 环 码 而 以 用 码 字 的 公共 零点 来 定 久 。 

定理 68.1.] ECER, Woe(x)ecC (gix) 5 
HERLEES 

c(a)-0, EK 

证 明 3; 00x)€c49 (x D, Wil 

e(x)-c(x)gSg(x) 

其 中 dega(xOzhk— 1. iu f9(20)950, CEK, WA 
c (a) a (la) g (e= 0, CEK, 

ERz.d4c(a)-0, EK, WC oma Aaea) 
BR. HASC) 无 重 根 ,前 此 有 240x e xo, DE e (x 2c 
(gCx)». (UE) 
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FEAR (x), Piri 要 给 出 98(%) Wm. U 
g(x) dE GF ica) E3)BEZ] 2H BE 79 
g(x)-fxML.Qx)- fux) 


HL A E 0x ) Re Ru, DU 
c(f)-9 (i -l.2.c.n—8) Adios 


c (p;p = 0 (j1.2,.:8s) 


SESSEL. (Qu Ku. Bi Eg (x) D Ae (Bis Ba, 
freo 六 一 个 子弟 。 因 琵 当 e Mn QCicl,2,w,— Mil 
Hu c6(-0(i-—1 e, PSI " o 
02,,5), Hg Cx) -- GR B oh E fs » " 
从 而 p; 属于 pi, Hy3kUB TOC Z8, Ju e (Bo 0, 
由 定理 6.1.1 
c (3) 9 (3), SIL e (9) — 0 
(j =1, 2," P), 
现在 我 们 壹 虚 仅 钴 知道 生成 多 项 式 9 (CX OBS — AiR A D 
下 9 一 92， 一 2" 一 1， 没 0 为 GF(2") 上 的 本 原 城 元 素 。 于 是 
a 的 最 小 多 项 式 为 
mux)= Cx a(x a) (xaea e 


A ) 


它 是 一 合议 演 本 里 多 项 式 。 田 定 班 5.5.4，F27”) 中 的 任意 元 
RERA CE2) EKAT mi egi x. 

RHE Amx nap (n —2"— 1), ERGE i pj Er R 
示 成 次 数 低 于 闫 的 二 前 客 项 式 的 系数 
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H= ( 1 ( g? -r g] "a P tes "E 
1] 0 ü C Eln 
0 1 0 Ü ? 
= 0 G 1 Ü . Zn 
0. 0 Qc d c8, vj 
Hx RERI MEI wx, 
BE Nn | 0 
1 «5l [i 1 0 
3 Jj H 
E $5.11 PERRA ASNAF ERE 
Ü Q l 
1 «€» i , 09 ; QU e. A 
| D 


MAS. Bork m kA 3e EA KA, 
4 e (x 一 区 十 CIX tex H Hen E, JH an E Pr i 
c(x)&on P (xD, SHA c(a)—0 
ax 


c(a)—co, Le; € toa" (e c, t Capd 


Id 
jer cc Ce, Cotta Cata Elem x n ERNE O mU Cx) Æ 
REJ Cn, n-m) MAERT- -B E H TAERA ILE DESI 
PREUR T, 2,0 2 — 1 KLER GAE AE, 
DESEDCIRDSIBRSU Y FARRAR, 
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ZR 8.1.2 i9 (x) AEF) 上 的 mm 次 本 原 多 项 式 , 则 
Zj (m"-—2"— 1, n-m) fü EbCeOSx)» tg 3 Cn, 
4 —5) GUITARS MI, 

例 6.1.1 wa GF(22) b4WE E dNsmUOn- 
stx HIRR, Rp mU0x5 所 生成 的 《15,11》 循 环 码 的 一 
S p dea 


H=(1 a o a at a a’ a5 a^ a^ a a? gl? o o's) 
i o O O 1 9 9 1 1 0 1 0 I l 1 
[9 120909201129101 1 11 0 0 
(10.0 1009 3 10910 1 11 1 0 
6 0 0 1 0 0 1 1 O 1 O9 1 1 1 i 


ERRES (5, 11) 汉 了 明码 等 价 。 
Sj, S M AHEAD (au.0,-.04,) EA 
c(x)c—aí(x)(x'-x-41) 
其 中 
G( X) =t ta x 4-6, x1? 
HBR, Fikar) trà — omis, R 
r(xj-—cí(x)-x 
T RYE SERVE RETERRISS 
rii-—r(an)-cía)-xa'—a 
KLEBER a, MERGA E S e 4e [XE L4 —738mR, 

出 此 可 见 ， 将 纺 阴 但 视 为 循环 码 峙 ， 译 码 和 手续 与 议 明 码 《 作 
为 线 锤 三) -HER RR, URL SADIDIXBIQDEUTERS BORA. D 
Arx ETE fS o BL £08 e S 8 Cx), 

Dig.1.2 设 m Cx) HEX. 08 

g(x)c—Ox-d i)m (x) 
ELA Sg (xa 12, TX (15, 10) AR C DENA 
qo 6(x)-e tex tetea BAAR N Ma, 8ll 
C(1;—80. eia) 


由 于 


c(1)-—0 ec T: He (coc, 7 


C (a) 一 (coc Gaa) 


1 1 1 1 1 1 1 1! 
1 0 0 0 1 0? O0 1 

= ð i} 00 1] 01 0 
0 0 1001 1^? 1 

o 00 100 1 1 0 


是 由 89 x)= x Hlm (x) Hm (15,10). TRSRSD9 — 3i 
E«RSREE, WS 035,10 汉 明 玛 的 一 致 校 验 
这 个 {15,10) 循环 码 是 出 (15 11) 汉 明 码 的 偶 重 其 码 字 组 成 的 
子 汉 明码 ， 称 为 增 余 删 信 汉 明 色 〈 增 如 : -个 和 多余 底 ， 减 少 一 个 售 


BE. 


1 


Ait 
^d 


d 


1 d 
11 g! 
] 1 
0 1 
] 1 
1 1] 
] 1 


多 了 一 个 全 1 行 。 


= 5D e=" ë m= 


[ 


对 于 GFCaD 的 一 般 详 形 ， 尖 亿 于 乍 理 6.1.2， 我 们 有 


1 
定理 6.1.3 vin 了 一 了 


qon (n,n—m) WV ED. 
证 明 出 假设 


, Ha GF”) v dj n x 


Bw. eab, SE (m, g- 1)=1. p, PHH 
C£sic(Cx)|[e (a) 0} 


Lm 1) g + 1—q7?—29"7 
o-(m- 3) (m— 2) 
— G9 (q7? E29 8o gà eer E 2) 
L(m—1)1—G"77 L9" 7-834977 
4o pÉm—2)39q ---(m—1))jcT6Hm—13 
—(qg-— 1)(q"?* pe mee ag -m—1)-4m 
RES: 
(m,q-—j5)-—(m.q- 1)-— 1 
困 此 对 于 P1,2.,—, n— 1, TUR 
qi D us 1 
pump. WARTI, f 
qi Du] 
Bai (9— 150. fH, 15i m — 3m t i, WAON, 
q—1)-1, MHZ Ja. 
这 样 一 来 ， 我 们 断言 
EGF), i-.2,-,m- ] 
SPEIR 
Hæla ceat!) 
hipyjrxgmmGPFOQO PRSTE Un 
aA jc ixu-—1 
ERgaccPFGa), 


gi D eri) 


qn (ql. 1 


SAAPA. PIAN 2.0.2, SUNSEIIB GG (n, n-m) 
BUD PU EE RERO (diete 


xl 1 QV IQP JQP CXE) 
—(x—1)0x-F12*o-2(x*- 1) 
GFI) Ek 
x41 ^X H 25ü-T2x4 2) 


s RU 
x+ 4-2,  x*—-2x4- 2 


E GEF) EBMA20XxeIh8 LZ. 
ii6-1í5814 riketa -2— 0 Vl GI (DIS — UE, 
Bs edu Rp Ida x^--2zxd- 28814. 


Xx -l 
o 的 oH | GECI) bale 
| | 7 
i | ] 9 
e | $ 1 
ré | i 2 
m ? A 
at | 2 t 
gu | J 2 
a" | 7 1 
这 了 1 1 
B pE GFG PH a RAER, M 
fp =a GR B =a") 


FEP 
C-—(c(x)cíB)—0) 
B -- opas STER 
H=(1 p p gp) 


jS CE (4,2) UU, 


由 于 
(x =at) (x —at) ext 1 


RCux BLANDA, uf LC 的 生成 矩阵 为 
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1 0 i 0 
G= | 
Q1 0 1j 


我 们 不 可 能 使 三 元 (4,22 箱 环 码 与 三 元 /4 9?) 汉 有 明码 
等 价 ， 国 此 在 等 价 的 意义 上 上， 三 元 (4, 2) NRD LIRA, 
下 是 扩 虹 循环 玛 的 定义 。 如 时 对 任意 码 字 【co Cots Een E 
C, E 
(—61, Co €» 7 64) € C, 
Wigs C 7g A f X^ 05 
类 伺 于 循环 码 ， 我 们 可 以 平行 地 建立 一 压 关 于 负 御 环 码 的 理 
论 ， 诸 如 生起 多 项 式 ， 校 验 多 项 式 等 ， 忆 是 负 第 环 码 的 生成 多 项 
式 9 (x ) 与 校 验 多 项 式 h 有 (x)】 ZARELA 
Xl1l=9(%)h(x) 
例如 在 GFC3) Lb, BLU 
x*- 1 —6- x 2) (2 二 2X 十 2) 
所 以 三 苑 (4.22 MMBC (x))=《x* 十 * 十 2》 的 生 
RU ET 24 


又 因为 
nx)-—2x*--2x-- 1 


aC mI— S B NBI 
‘1 23 2 0 
2D 
0 1 2 2 
WERTE, CE-—C4.2) WHE 
因此 三 元 《4 2) HAREMA GESEUERU XL ED 
$6.2. HS EASIER XA TR ERO 


Wro(x) X (n. RO (RE SSCINA AD AX, Helic 
K) EMI CELERE, MAEM 6.1.1, 


cC(x)c C emB4WMeüs0, EK 
4 nux) Aa B xA PER), Wüm^(x) 

96x), Mr 

mm x) ickKolgcx) 
SdEmUm'O x d € K OX Um n x D EKR BRAE X. 
5$3— H, 因 5 Cx) RA da. BI) BA -THERA 
cn" (x)|ickIBpe, W 

g (xn x PCK) 


- FA. 


4 ja 
MEE (CK (6-2) 
FT EE DEL IER T IRIEEPTEISOOUB Si (FEIRGE TE T EO 
Nido THE REME Myvnd epe e esf 
MH 5 M " GM, 可 采用 5.9 
中 所 介绍 的 办 法 。 


Hx, BIER DEDE CEDE 4E Ju ckgEJgMESm EE 
ARIS. GL, BnHBHILUmRSCO0rjOj-— 31) 的 最 小 正 
EX n, dSBRSgCx) WARP) Aig) TEGPFCQ)LEL 
HJ BE $5 4E SLT 

g(x)ef GM ux fux) 
Wide 5.10.3.1, A 
n =p JST G), PÜPID DGD (6-3) 
又 困 每 一 个 茎 约 多 项 式 Fx ) 的 周期 即 为 fi;,(x》 的 根 的 阶 ， 
BUH 


Hd: o! zh e CER, 
例 8.2.1 eA CFC22 Eainig w x xia xd tl 
A. KESIRA CIÓN 4B Z7 


TIRET G. 
Ad 
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K={1,2,3, 4,5,6) 
—CIDCUC, 
B5, CHLHTEIESISS 
g (x jamn h ax mE (xm (x) 
一 x1 
1 
or. H.C aspi e EZ 2g 
—:15,5.32-215 


HeC =g Cx IE (15, 5) IREL GEJ- SPEED 


1 a a G' at gË a? as a? ald qii gi] gib quis, 
H=] |) o zs «ë e? | c qd aq? qq ] a a a? og | 
I nP ai | dg? g? 1 g5 310 1 a a!l? 1 a^ mln 
s100 01 0 011 ð t O0 1 ! t, 
(0 1 0 9 d. J 0 10 1 13 43 1 9 Q | 
|0 01 oo 1 10i 0 1 1 1 1| 1 
| 0.0 0 3 0 e 1 10 1 0 : ! 3 3 — 
| 100 20 1 ) 000 1 1 0 4 e 1 
24090 11 0 091 9 9 66 1 - 
l0 0 1 9? 1 8 0 10 1 O0 € ] (à ]|» 
| 0 1 1 1 t0 1 1 6 1 1} č E | 
| 10 i1 3120 1 191 1 0 1 ! 6$ 1 | 
Q 1 3 € i 101 0 11 0 1 1 O 1) |] : 
0 1 1 060 1 13 0 1 1 0 1 1 l 9. 1 |! | 
:0 00 00 0 000 0 O0 0 Q0 0 O0 l 


ipiEX Ibit. HF degg (x ) ^10, dir H 5B ES I SE py A 10, 
PUE EREE ERES W ERA On TNE Biss 
行 与 第 10 fr56 Am ED, 

例 6.2.2 3-253, noB. BN 

c= (0j 


sdl 


ACM 5868: 0 RTAS., MAT o eR EUIS GFC) 的 最 小 扩 
kA GPS, dps 
xe] —QUOx0QU x )Q'U(x 
—(x-—14936--x 4120] T7 x31) 
ost P x mU (x ym (x) 
Prepp ap E et O a 9» (ix —x-1»H*5BEHB, TEX VR OR UE 
Ade] Sri NP RANER A d c3, MIH 
(100100100) 
i HGB-—rEE. WUndo3,., €, EA C9,93, 8088, 
Resh UH OXB HbOu' (x )»— qx )mt t" (x )» = att 1»j& 
(0.6.2) fj, ， 国 为 它 在 一 个 码 字 
(100100000) 
WaBGPFOZ) b80mNeExXsx-Tx-raiBlBsB. "8 
GE GP; pII o RAMI, Ai e d adici XE 
Ghiiz" ui 


1 e (1000 0 0) 
P=a es (1 10 1 1 1) 
pt =a c C0 1 Q0 1 3 1) 


i ix 85g] FILTRES 


Z2 S II 
1000090909237 00 0 
lo000.0 0090 9 Q0 
0002022020900 
NING 
009909009000 
Hc 
11 10 1309 11 0 
0 1 10 1 O0 11 
000029500 1 
10 1 1 9 1 10 14 1 
(90110 010 1 ! 
0 1 19 1 109 1 1 
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St b, FHIBBPEBERERORA 3. ， 故 去 控 其 中 线性 相关 的 行 之 后 
11 1 3 1 1 1 1 1% 
| 1011210110 
0 1 1.0 1 10 I 1; 
Sed HERIE— TER. Hid umm pede e Nx 
h(x)-1-cx- x*-küx) 
AI ELECTRO h 53 2X] — SURE REALE 
100300 100 
ies 10 0 10 0 10 
00 10 0 109 1/ 


$6.3 F 等 元 

旋 今 为 下 ， 我 们 将 箱 环 玛 的 生成 多 项 式 视 为 码 中 次 数 最 低 的 
首 一 多 项 式 8《x)。 下 面 的 下 弄 告 诉 我 们 ， 其 它 的 多 项 式 也 可 以 
生成 循环 人 码 《9 Cx)», 

引 理 6.8.1 设 C=<9 Cx) 的 零点 集合 为 ali EK, A 
POx)GA,^SAGHEJGUE. HURISOU] Ped. HUN 

p (JA 
BOxo HPI x) ÆRE- IEE, B 
C--Og(x)epbx)gtx)» 

证 明  mppSOx)|POxOoS(xÓO, NOB WESS 4.6.2, (P 
(xg Cx) GI (x Do, Ux —1-—9€x) hCxo, WE 28 ft 
pido (IEK) 等 价 于 (P(x), hRÓCx)) AED EAE 
33 3.1.4, FEZA a(x) 和 (xy)， 便 得 

—-a(x)b(x)-c-b(x)h(x) 
因此 
g(x)ea(x)P(x)SCx)-- b(x)S CX) h(x) 
但 在 Fap, gOx)h(x)-0, WA 
g(x)-a(x)P(x)9(x) 
因此 


E 


(a(x»eobíxog(x») 
于 是 
(gí(x)-Ob(x)g(x) 
| 6E) 
HIER Co (x0 (g^ Cx 9D, | 
2]18 6.8.2. iz iGO", HX nid, 
1, H 


EN | „F Š Al 
p= Ò n, 3E =] 
证 明 4 é= 1 时 ， 

t- 1 "-t 

ë= P isn 
= Q = 9 

JM Eh F 

H- i a 

| EF $—1 =p 
1 = 全 =l 


C WB) 
38 6.8.8 (FRAD ReH n KEMAN, Be 
C, de X tetet, PE, 6 0x0 的 系数 可 用 下 式 确定 ， 


nl 
g=- M e ew Ooxiun—1 (5-4j 
n e 
证 明 因为 
—1 n-l1yn-l1 
` TD 
j=0 jco0NE-O 
n-i ?-—1] s n-i t-i 
= > Si epa th 一 3 C. j MEZD 
?=0 k=} k-70 j=ù 
ik d Si 6.3.2, 
n- dp : 
VY uias d 7 ARFI 
二 一 - 
= 日 n, 4i kid 


i 
2 c (Da — nc 
了 一 站 
C Wm } 
Kr», NX BIPRPBIEBUAESREOY 2 Buc. IA n dE dk 
n-—1,. Bm 
Eig 5.5.8.1 dx c 7 GIO) "nb m Serm d. UDX 
(6-4) 变 为 
n=] 


C = 2) c(a ja", QOx;ixn—1 (6-5) 
j-09 


BE XA PE DE E S ERMESB]BUH-—T4uXxm. HA. XH 
HIA GET UENAXNIXQUET 因为 册 它 所 iA E BIS xz (6 XP 5 05 Zi 
数 。 但 是 求 生成 多 项 式 必 须 将 x"— i MUN. min RAD, 这 
时 一作 十 分 周 难 的 任务。 下 而 改 们 介绍 的 第 等 生 汪 元 可 以 不 居 分 
Ak Xx" 一 1 而 或 得 ， 是 循环 码 的 另 一 装 责 要 人 的 和 牛 虑 元 ， 


汶 论 述 方 合 起见 ， 我 们 仅 证 论 二 元 循环 码 ; 其 中 # NTA a 
Ed n UR. 


5EX,6.3.1 ite(x2cR, WME 
&(x)m e (x) 

则 称 e (x) Ai Jio 

Hm, e(xO€R,, Ske(x)smerex----ex ge 
(x)ze-ce,x-rLecxexy RERex)-e(x),C SHAY e= 
eu (mod 7), IDEE SER JE ERNA KA 1-2 ELE A DO 
Fie n = 7R RELA 

C,—10), Ci={1,2, 4}, Ca={3, 8,5} 

BEELI, X-px-x', 1 Hattat x? a K a JD 

Ae, PEREA ED — SE 


条 一] 
引 还 6.3.4 e(x)= 2, ex GCR, EET SERY 
i20 


E; Unj (od fi ) 
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wH Ee x) MERAH J eS TARER, 

很 明显 ，1 BEARS Nm ela) EFSI 35H 仅 M 
1co^elx)Jg WC JL. 

423L8.3.2 SEHE IKIE N C AIREA x 2) POE ER 
x. BEC=(e(x)}, 

EEEE FITER RSh C—O09 (x XmCIH/ ERN 
aix) 为 生 M NE; C=te ls ERCA R E 成 元 为 
e (x )4 A A E C= Pix nP xC 
H TAMRE gem AE a = 

TUBEHDUN TARRY AE TEN 
引 理 0.8.8 e(x)C—CMHBfBU 
Cíx)e(x)-—cí(x) 
PRALER e x) 是 C 中 的 单位 元 ， 
证 明 Eje(x)ec(x)e(x), Roel (e 
(x). EZ. 车 c Cx)EC={e (x), Bl 
e (x)m b (x)e(x) 
TG 
cix)e(x)e b(x)e'(x)—- b(x De(x)mc(x) 
CHER) 
AERE A a TA A 但 是 法 等 生 成 元 只 有 一 


定理 6 8.1 EREC GO BAUER RERUE B JG 
eCx)-— (xIx), FE | 
«um oH BEDA 9 (1) a 
Hha AGE) 8X4 x9 tgp s RA R R, 
证 明 dag 1—70(x)Rh0x). IRSA n y CB] 
n HARO, t 11RA THR, e (9 x0, hOx))— i. H 
TH 3.1.4 KESMA Dx, alx), WP 
Bíx)g(xo)--q(x)oh(xo-1 (6—6) 
&e(xjepixj)g(x),Wje(x)e€cC-090x)», 将 式 (6-6) 
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ABERE g, A 
pP(xjgix) b(x)g(x)-G(x)h(x))- b(x)ogCx) 
Wi w R, EREA 
&ix)-O0-e(x) 
Becs) ARE: 
uiii nDGBpA. WEE (SCxOÓ, kh(x)—ti.HE 
WAI) WME: ENAC) 的 根 (o8 H Rg) 
hx) WI. d (6-8 wp UL. (P(x), h(x))—1, 于 是 
hSOS40G:HIXERPB(Z)—OMHBRORg£22-0, AAi) 
IFAS ANEHE GR. H19[38 6.3.1, OH 
(P(x)g(z)pm(e(x)y-tso(x)»-C 
Iie (x) Iu Ww, 
RECEA TERETERE x) Udigdis]zu 6.3.5, 18 
jixo)e(x)-e(x)-— f(x) 
鼓 忆 的 聚 等 生成 元 仪 有 一 个 。 CE 
3X (8-6) JTEESRITU ERZAR RRE HE RIGH AIR 
Wd. (7,43) GLUHES C (0 AER RU a 0 Cx x 4- x 
1. WIhCx)-Cx-E12G8-Eià- 1) x xnl, BH 
xg(x)-c-h(x2-21 
FEL C BS HESS AE OU 
e(x)-—xg(x)e-—x'-rx*--x 
当然 我 们 可 以 通过 欧 几 里 管 算 法 求 出 式 (6- 介 ,从 而 由 9 Cx) 
HAC) 确定 e (x)}, 但 往往 比较 麻烦 ,下 面 的 方法 是 直接 得 到 
AW (68-6) B3—4& DES, 
dEXB1-e9x)hx), WAAR (形式 ) 导数 后 得 
x mg 0x)hkCx)ct Sx ix) 
X= XO (x)3h(x)-Fxg( xh (x) 
TÈTE Ka , 4 
jQc-xg'x)hix)c-Txh'(x2)s(x) 


| £47 


HERE, T TT rp 
e(x)—xhAa'(x)g(x) (6-1) 
ROxO—A x)TAOx), Hiph x) f ACOxXO 分 别 由 
hCx) PRR SESUNUSEUCAI eU ER HE. TER) O, 
xHOx )—h,(x), BN 
xk x) xl (x )«h( x) 
因此 
e(x)-h(x)Sg8(x) | (6-8) 


MERER I (3) 5-7 Loc PUE UOS RS 


Ekip, R(x)-—x'-x—x-c-1,8h(x)—x, Eh 

e(x)m-xg(x)-xi--x*--x 

HEX degh(x) AAR, xAÁÀ'xo)s(x)-h(x)g 
(x) An KEAR, ME R P 知 一 1 ， 故 当 旧 仅 当 degh x) 
为 奇数 时 , e《x ) 中 售 有 1 .上述 事实 可 以 用 于 验证 所 得 的 结果 

LR, MER (x) 18 (hCx)— JMBPPa(x)—9x4- 1 
HERRE) h(x) p- REATI, S34 40x) 
一 个 多 项 式 的 平方 ， 与 m 为 奇数 的 假设 矛 置 。 

反 过 来 ， 如 果 知 道 御 环 码 C 的 客票 生成 元 ， 为 了 求 C 的 维 数 
等 不 因 ， 我 们 往往 希 望 求 C 的 生成 多 项 式 。 下 述 定 理解 闫 了 这 一 
问题 。 | 

定理 6.8.2 dbe(x) X CINES Am. "CAU 


RA 


g(x3=(e(x), x't 1) 
证 明 由 定理 6.3.1 的 证 明 中 可 知 ; e。(*)= 了 P(x)g(x)， 
其 中 《P(x)， 和 《x))== 1。 因 此 由 定理 3.1.6， 我 们 有 
(e (x ), AF 1)—-(bB(x)9(x), G(x) h(Cx)) 
—g(x)(PB(x), h(Cx)) 
—-gí(x) 
TII 
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did 2- PI AICRT DLE Xo HU BUE RE BR AER. MERZ 
D PEZUTTT?S:15 n Rn 55 NES B EE. 
HK JLH] Hr E AE YR HE SUITE PECES RD Xe BERI EB S p» 7 ERES, 
元 ， 这 里 就 不 多 讲 了 。 

类 供 于 定理 4.6.4 和 定理 4.6.5， 我 们 有 下 述 结果 。 

定理 6.3.8 W C,— (ex) H C,mQuC X)», WC, COO, 
Ce CX )e (x )»5, Co EC m <e Cx) te (x ) Fre x )e (Xx )? 

证 明 Rexall ECN. 因为 

(eC x )e (x )) mei X )ei( X j -e( x )e x) 
HB oetx)e,(x) I CIC, PRRI, Re (x )e C. 1C. Un 
c(x)e,(x )eix)—-c(x)e (x)mc(xX) 
i e (x )e (x) 是 cifics PRA. 5] $E 6.3.5, ex) 
elx) fk C.) C, PHRIS ERG. | 

ei(x)- eix)-FexJe0(x) EC +C, H (e(x) 十 
ex) dc e(x)e, (x ))! = ei(x) + ei(x)dctei(x)el(x)- 
ex) tetcx)tetx)ex), lteix)da el(x)+e x) 
eCx ). dE C, EC, mmm 25. (ERE e (x) cC - C, ox) 
—c (x) ex), Hrpe(x)cC, e(x)eC,, 因此 ， 

(eC x) eC x )) Ce x 2)g- e (x) Feux )e (x 2) 

ec x)ex)-rex)etx)te(x)ei x)eCx) 

Te x)e (x) o(x)e (x) Fe xD)e (x Je x) 

—o06 0x) ce (x )eCx)-omroex)ex) 

Te x )e, Cx ) Hc (x )- Fe Cx )e (x ) 


=ç, (x ) e, (x) 
Be Cx) te Cxe Cxe) Æ C, C, 中 的 单位 元 。 于 是 
Cir C—uCx)-teix)-creCx)e x)», 《证 Œ) 


5 引 还 6.3.6 e (x) ERF, SHENH 
e (ac 一 0 或 1，1 一 0，1，…，78 一 1 
证 明 Ute (x) AURA Gn. 则 e*(0) 一 2 (a), i h E 
5.4.6, e(a)— 0281, 
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8-1 
Kz,4e(x)-— P» ex, 由 引 理 8.3.3, 43 


= Ñ 


因为 e (a 中 =0 或 1,， 故 

sex Nc 
s jJ eC. 
其 中 s 过 历 具 有 下 述 性 质 的 分 贺 障 S (C4 e (a 1, 2 EC 
所 以 下 一 earfmod n), We (x DS ES2CCSI EE 6.3.0, CuE HO 
由 上 述 引 理 即 得 
引 理 6.3.7 C =<9(x)}) =le (x)) ng 2E Ac s T f 
g (DAW a (üOcisn—1)itq28, EST E e e= 
1 B0 c^ 的 数 自 。 
证 明 由 定理 6.3.1 及 引 理 6.3.6，g (209 0, SHER 4 
e (a) 0, SERY e (2-1, 《证 毕 》 
Wa(xj-a-rax-rcrasQ xU, 5g V a* (x ) 为 
a (x)2a, 4a, xp aux 
即 常 教 需 不 变 ， 其 它 系 数 爸 排 。 显 然 有 


-17 -1 -1 
a (a -adcagle-3aaU7v 


wc Q^ (0,-- auG l bau ua 0719) 
ur, F0, Gd ban 
=a (a) 


引 理 和 .3.8 €e(x) ERF, HARY e" Cx ERG 元 。 
证 明 dex) HASE, M 
e (x)= > ^ x! 
4 je€Cc, 
TUE 


eco2Y Y s-Rm 3 


| 
g IEC, $8 J) ÈC 


»5[) 
Bex) BRR Ae =e (ax), HN GM. 
《证 华 》 
定理 6.3.4 EC=<le(x)y, Hi 
Ci-Ql1cT-66x3)9*5 
WEB] Wa, 0. cQpnixHEBDR. A P aAa ii. 
(xS. w’ a A C 83 Ej, Bien; 0, 1i zh, 
e (aS l,hbc-lsixn.FElceoxMNSEUu»aQ, 
Ga dj CI +e RTEA AN Gua. ce. Cre dH E H 4.8.1, 
CRE C WEA. Ait (1 +e(x)"Æ EC, BP 5] A 
6.3.8, (1 cre (X D'ERA. GEHE) 
从 定理 6.3.4 Gg TE RTI R 
JE ie 8.3.4.1. it x^ + 1-5 96(x) k(x), HC 
(eg(x)»-mcetíx)» Wii | 
hx) -01c-re(x) 
BIBA Cx) 28 85 BOSE DESSIN IAI S 4E nl e Ox), 
值得 广 登 的 是 ， 奇 于 一 般 的 条 等 元 ， 定 理 5.3.4 AD 成 V. 
elx) SCAR m, CI+ elx RhE CA mus Ez 
$6.4. ZR TE SEL 
本 节 仍 局 限于 讨论 二 元 循环 妈 ， 其 中 和 码 长 #4 WAN, dro 为 
Gr' 2) 的 某 个 扩 域 上 的 #4 次 单位 原 根 。 
EMEA. T L^ NIB ERES EO P5 MCUUSR UI ZR ERES SC. 
WATER dx n3 BUJESE ka S A E m 
la'l i eC, 
通常 前 记 法 是 ， 将 这 - 最 小 第 还 和 但 记 为 4， 它 的 本 原 寺 等 元 记 为 
0,, DREP = <9 AE RIA 
l, JEC, 


RCDE (6-9) 
0. HEE 


Us = 0R H HRR X +1, AE 4, e— Bude 
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A OE QN ; I 
ceu Z = 1 t E SR 


二 一 | 
| Ail x3 
é (x )m—— cq i 
对 于 一 般 闪 8 ， 我 们 有 有 
定理 6.4.1 
m=] 
TEDE ` ex 
i-0 
其 中 
e > a, PI) 
JEC. 
证 明 hH G.. BEHA (6-95 有 
抒 一 全 
o= Y e! Va 
1-0 IEC, 


本 原 兴 等 元 有 下 述 重要 性 周 。 
定理 8.4.2 
(12 Tri ^j, W80,—0 


(22 M&-1 
| : 


(3) An E h NEM, BER (x ) C E, d] ELPIS— 3b 


a (x)= bax) 


其 中 a,x EA, m 005 
(4) e(x) JXREXLMBDUU 


e (x)= 08, 
其 中 6, 二 人 或 1， 


57 
证 明 
(1) M ijj, t-—(0)Y9 0-00 CR] I e RB, 
由 于 理想 S04; EDALOCT S£, Bpifjs—0, dU 86,0,, cH N 
[KL 1E8;9; — UM 
(2) 出 定理 6.4.1, 8 


性 出 引 理 6.3.2, 18 


(3) gr EmmMeESX, PEE S0Ox)€6€ R,TUB 
a (x) a (x) V) 


= jax)Cx) 


= a) 


其 中 a(x EE = O 
(4) 设 el(%， AS, Melsz) BIJESRGEGRGEgg 5 等 
元 的 非 零 点 集 人 台 的 并 集 。 根 据 引 理 6.3.6 和 式 〈6-9)， 有 


e (x) Ma, a, CF C2) 
£ 


反之 显然 。 《证 毕 》 
H paspa) WA, 


l, T 了 €C., 

0 ， 其 它 情 形 

BK OT x) 也 是 本 距 罕 等 元 ， 因 此 存在 -- 个 最 小 的 正 整 数 *， 
使 得 


eu 


02( x ) —8,7 (x) 
其 中 scc. 
最 后 我 们 介绍 关于 最 小 理想 的 结构 定理 。 
定理 6.4.3 最 小 理 想 凡 = 98) 是 一 个 域 ,车 R OA m, 
则 2, 与 GF(2") 同 构 。 
证 明 设 cefx) 关 0EA， 了 edx) 是 上 中 的 一 个 非 零 
理想 。 由 于 os,JÉX2 MS. ele C =k Did 
月 一 在 【人 
Hipa(x)cR, Halaj, Mels) Bl oye (x) z 3, 
无 论 如 何 ， a0x)00,Cx)€us, Amex) 2.3. Bp UA, J 
一 个 域 。 
ZH, TP HECHO m, W 5, pH 2" 个 元 素 。 频 的 生成 多 项 式 
起 3 次 虐 约 多 项 式 ， 邦 可 用 于 构造 F(t2 )， 在 同 构 的 癌 SX 上， 
具有 有 2” 个 元素 的 域 只 有 一 个 。 CHE) 
TE £8 REZA REAR, Sd mp D E x 
GPF(q) ERRED I” FEET GR GUFHOVÉ 5| XH cm xx 
H. 例如 ,CC =e (x)》， 则 Cl 一 <1 一 ee CX0)"*>。 又 如 各 维 的 
最 小 理想 4, 二 <0,) 与 GF(9”) m, S858, 


$6.5 例 
为 了 消化 前 面 所 讲 的 关于 循环 码 的 一 般 性 质 ， 这 一 节 我 们 举 
两 个 鲍 子 。 
例 6.5.1 考虑 一 7 时 的 全 体 二 元 循环 码 。 
因为 x'--1-6x01)087- x 4-1) -x*-- 1) 
故 码 长 为 7 的 二 元 循环 码 共 有 = 8 个 。 我 们 不 考虑 以 下 两 种 平 
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LE REKTEN, RETER 1, HOES HAE, 


它 的 始 等 生成 元 为 0， 
设 0 为 GF(2) 上 3 次 本 原 多 项 式 十 x 十 1 的 根 。 二 
7 时 的 分 加 障 集 为 


C= (0}, C={1, 2, 4}, C={3,. 6, 5} 
HETARA ARS. E 6-2 中 列 出 了 6 个 码 的 维 数 、 生 
成 多 项 式 和 和 冠 等 生成 元。 

由 表 6-2, RENEI BEBE i8 ELSE DS HERI AE UR, 


A 6-2 


i ex AE jul 2E YES Ai cu is TL 


q_r m r uam ———À BÉ 


——— —— —— — 


C1 1 "TIPS = N+ qo xia D pe 1 +x eai iid xia x54 x 
Cs | 3 TEM 1 ) BILI=1 xocex5 x 

C'a 3 nos E iJigg xXx € 1) D4— 1 +x? 4x5 --x5 

Ca & gjix)-—x*c-x*-] Patys x? xo 4 xt 

Cs , 4 gsCX») x59 X+] y tiam d oxto xt 

Cg | 6 ga(x)m x +1 | fotas x +t? xia x5 x 


Bg, B 并 PXT YY y laat 1), K(X) 二 x 十 
x+ iR, A U RIR 'E Non y 
94,€x )—g,€x Ct x) m atta x 4 1)68] x) 
—x*- xbox] 
并 且 ， 忆 用 《x)= 二 X 十 x 十 1 为 生成 多 项 式 的 码 Cs HE ER 
元 为 
1-8 (x)-x' (xXx 
leab, C, PSHIBIES E RC X ) m x^ 1 APER AVEC 
C; WVREAS He oto 
C10, 0x )*— Gt Ex b x) moet p 
由 于 haC x lgach), krh E 4.6.3, CGEA GE AE $5, fü] 
38. C. wE B DIETER, 
ASVAGR, ENIRIS C. 共有 一 个 晨 等 元 ， 即 其 本 原 考 等 
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To= ita tats RLE, SURCQSH—Td*NS 元 , 它 
—jó bu C,CEERSETE 6.4.3 RHED., 而 C ARRA tE 等 
^ Wej5. JD à deo] BLA debe dn dd ESL. 

由 定理 4.6.2, C,CC,. C,CQC,, Bp, 1--x-rx*5-bx5--x*4- 
x"-px5, 1 b x bx? ax' [p 十 x ox? xRdb C, han c5. HK 
PRA xxt x "是 CC 的 之 等 生成 元 。 

EE 6.2.1 E TE BE A AR NRURUG. ERA ATE 
T. €x) 和 8,(x) 的 系数 分 别 为 

G x`, er=a 4a a 
Ox), Go=0 pa a 
hatat i= oE CrON H, ADRE d ze 6-109 Fr 
示 的 bz) E&x). 
因为 C, — €8,C x )» AL EE D RE E 
Mox)— || (x20 x1 
ECI 
Ht C 的 生成 多 项 式 为 
g,Cx )— (Xx -- 1o (x* E x^-- 1) 

Was EN UEMEuLBLR. RAKE CE 【 非 量 小 循环 码 ) mp 

等 生成 元 。 例 如， 人 ,十 Cf 一 Co)】 的 生成 和 多项式 为 
(gst X ), ga(x ))— x 4-1 


-jf 


9, CX )-FOsC x 2-8, (X 20, (x 2 — Bx +O (Xx) 
= x -Ex* 4d x5 x*c xx 
Wt. DL C,mHgcE Ue XO EmAGYRBSGLRUSSIPB C, 
上 生成 元 为 
1 -8,€x2--0,(x 22 34 H x 4 x? 4- x54 x5 4 x52 x* 
一 般 地 ， 我 们 而 
E 36.5.1 HEg(x)-fFx»-fxM Aefa 是 
GP2) ERR HST, BOROMIBXRRSRAOIGOxXOOBPGEEUMSE 元 
Splxo, WC—OSUx OON WS 


$86 
DX) Óx) re RAECX) 

证 明 ux DUX De ACOG ORDEI EO 式 为 
fx)-efOx. Wühdkib 6.3.4.1, x BE 6.3.3 30 5E W 6.4.2 
Z (1), BÁÉOxee6fx) WbEGWimpmi cH mum 

14-8, (x)4- 8, x ) 
GEB 

buESTESEBGETEPB JETRG R., 

(48.5.2 EE n 一 1415 侍 的 情形 。 

在 GHF(2) 上 上 有 有 

yE 1 —( x H 1) x -- 10(x*-- x H 1)0x*-x* 3) 
(xt x*-E x*-E x 4 1) | 
Ba HEREZA xa x c oidepet, WESS 二 15 时 的 二 元 最 
小 循环 妈 (ME 6-3), 


i 6-3 
| 
Hy Da To. X + 10049 x 1) | Pr= 0 3o x tyty? 
(uae D ote xt este x D tt tyli 
Hi | 33: I+1) Q.— Dy m ox x tx xd y 
Pf rx*e Dite x5 gt om 1) + xS 4 yb yl? 
Ha | d| (x +1bixt+x+1) Üscüic x txt e at e x 
irt x d 1)x3 7x51) + w+ ox P llh xl x13 yl 
Hs 2 | CX + ijixitx+1) Bp = 5€ - X E x9 + x5 x? 
|: Gt e x5 1D) (x* E x8 a +1) | +x% tyl’ yll+ xlEa x14 
Hy | 4 | (X + 1tixł+ x-1}? | fre (m xS xU ex ty? exl 


| 
pO x + jilat? +t x l) +l 4 ylä l4 


DUE Am, RIER HE GEEA R E moo, PA 
C 的 生成 多 项 式 为 
和 1 二 并) 
MRE M 6.5.1, CHR SERA 
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e(x)r1-0,4- 8, 
= 1 + x Hata aat 
十 x? p x1? gl? 
XZac-og(x)-(x- 1)G4 x 4 1)(*-x4- 1» X5 
生成 元 为 
e (x)= 1 40,4 0,4 0, 
一 十 XX 十 Xt 十 
男 一 方面 ， 因 为 
x -x*-x'«x*— xx d» x41) 
(x*-r x 4-1) 
&p(x)g(íx) 
mex) SUHSLAIBJA ER, BP (x)g(x)b-0) x». 
比 衣 控 怠 证 了 人 忆 的 答 等 生成 元 确 为 xg( x2. 


$6.6 二 次 剩余 和 二 汐 剩 余 码 


为 讨论 二 次 剩余 码 作 准备 ， 我 们 先 从 二 次 剩余 讲 起 。 
定义 6.6,1 iR POAXA, L (a, P)—1, OREHA 
方程 
Wa (mod P) (6-10) 
可 解 ， 即 在 在 整数 x, d 
X, (mod P) 
MPR 4 为 模 pB —cÓÉEX. X 37; f (6-10) 无 解 时 ， 则 
TR a 为 模 p 的 二 次 非 测 余 。 
Bin, RESTI, WERP EZAT 
]'z68'231, 2'buz4, gd 
因此 ，1、2 、4 是 模 7 的 二 次 潭 余 ; m3. 5. 6l 78— 
KIERR, 
RICE, ErPRUADETPITOURS( 0, 1 = 了 一 1} HIE 
HRE CE Je BE, a EEr RERE RY T 
Na 
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在 GF(P) dee ft, BnfriEX,CGZE(P), i 
xari 

于 是 a 是 模 p 的 二 次 简 余 实际 上 等 价 于 剩余 类 5# 是 GAELp) 的 
FED. HEAR (a, P)= 1B, Bik ati, BE M ad 
Cp) WETA, DOKE x -—adEGECP;mB AE xe 
0, BD (P, x)-— 1, 

HZH 

xt—u 
YEGF(B) ARIN, BARAHA dE b, #3 AR 
个 fe, t8 
xs (—x,) à 

即 一 x BEDE vca W RAE. xXQ5—x., SO 2x.— 0. 
XB GPFOP) 的 特征 为 了 p， 故 pp 2， 此 与 了 为 奇数 的 假设 了 矛 厦 ， 

现在 我 们 进一步 研究 ， 在 GFP) 中 有 多 少 个 平方 元 素 T 
siib 

wae GPF OP) 中 的 李 原 域 元 素 ， 则 序列 

CC (8-11) 
代表 GFCP) 中 的 全 部 非 举 元 素 。 敬 9 JGF(PO 中 的 平方 元 
素 ， 妈 存在/EEGFCP)， 使 
at= (a! )* «gH 
BjetU—1,. Boe, C2 —120l0(& —25), R 
k =2]/ (mod P —1) 


AFP- ARB k AAEM k= 1A) 


ELH k ARM ; MC MANAGE JR 这 表明 在 GE ( p) 中 


yii 


gx.) "T" mr BE 5 Up xe a ae HER 
il, 2, «e, pl 


中 ， 共 有 -一 二 -个 剩余 类 是 由 模 记 的 二 次 续 余 构成 的 ， 共 有 
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P — 1 te — wf : 
POCÓAMRAUEd BD M0 — UOERUR i. 


B i 
1. 2i n (^) (6—12) 


ERI IRERDBIOCÓGHAUMXSE, JRHoX (0-12) WB ELASSUSN 
AB. eg 
-P, ei (1er. 17.) 

E GECP) EAZA t= 4 a SAREk Mtl, 产生 
3. 

TOP»XEGRÉDMPBNESEXY 6 RGERAPRIIRUBRJERE D BUILD GRERSM 

JR fied. 这 一 问题 等 于 讨论 GD) 中 的 元 
寄 且 备件 么 答 件 才 是 平方 元 素 。 

由 土石 的 讨论 机 知 ，GF(D) 中 的 任 一 平方 元 素 都 形 如 2 

(1< <5), 从 而 


DIE 


-1 
(a*) 3 — = (af-Ty a ] 
p-t 
EIlGETRSEee60cGF(r) 满足 和 条件 (ae ? =1， 即 
BRCP-—1) 
a > 1, W (P — D |- 57 — LÀ, BERAGAN 


数 。 因 此 c 为 平方 元 素 。 由 此 可 见 ， 任 意 S 0CCGF(b) 为 
P- 

平方 元 素 ， 当 且 仪 当 8 * s1, ~r, 对 任意 0€ 

CF(P) BA p 二 1。 注意 到 了 一 1 为 偏 数 ， 因 此 


r-i p- 


g'—i-(B ? =I ? «1-9 


260 


Ex» GtpaUWmT ELIO HÍXTi— TOU, BIDGTPSTSPEGE BS 
”为 零 将 导致 2 —0, XR. TE, COEDBSOCGF(P) 为 非 


P-1 
rr, HRY ? = 一 1。 综 上 所 述 ， 有 
定理 6.6.2 《〈 欧 拉 浏 别 准 则 ) 设 了 为 奇 素数 , Ala, 了)= 
l, W] 
(1) a XIR P B5 VR S 4 ELI 24 
-1 
a 2 =1 (mod P) 
(2) aA E PIS WXWdESIASBIS 
让 一 上 
a ? 三 一 1 (mod P) 
推论 68.6.2.1 
(1) — 1E PES ORE A ELIT 28 
P= J] (mod 4) 
(2) — IER PI - KERREN 
P==— ! (mod 4) 
证 明 任何 奇数 必定 形 如 Ami c, PREI 4amcoifüu 
XX, m 


b-1 Amt 1)-1 


(2-1) * e(—1)  ?  -(-])m-] 
这 表明 一 1E EE PHJ--I:XdsR. XE D—4m— 1, Bl 
PD-1 


(—1) ? -(—1)7"7-2—13:1 (mod f) 
GE) 
推论 6.6.2.2 
(1) 2JE ES PBJ— Ve d 4 B yos 
Pzti1 (mod 8) 
(2) 2 ER PIN EAESAGSBDBGG 
P= t 3(mod 8) 
证 明 RRIS] 


26 1 


(6-13) 


及 偶数 序列 | 
2, $2, 2:8, =, P—1 (6-14) 
计算 式 (6-14) 中 大 于 了 一 的 偶数 的 个 数 ， IRER Hb i] ofr ^ 


— Pp—1 
<A p—1 或 Bd 2 


b—1 
2 
WHr 1 的 个 数 yY。 显 然 
[BR—-1] fb—1|] P—1 [P—1 
"-[^3 ]- [^13 ]-275 [A 
Hb, b, e, bL RR 0-10 FAFE WRS, E 


am 代表 式 《6-14) 中 小 十 或 等 于 二 :的 个 数 ， 


In 
b-—1 
) 1 2024 p 1 £1 
4 Im D = i | 
NE BE | CD ( 9 ! 4 (6-18) 
y=] f=1 :=1 
57H68, AT 


Wl«P-—bcL.,. EER bum, dU 


Q. s P —hs -—-—1, en, » v. n.4 ») 
HE a. 与 -个 整数 。 于 是 


H a TT ey (6-16) 


f= | r=] 


n AA 0-15), 4 


E I 


À v 
ecirltasl[e 
l f= 1 | 
pi 


= 1)( 3 y 2 ! (mod P) 


P-—l 
2 2 z(—1)' (mod P) 
任何 奇数 部 形 如 8m 1 smt 3, MpP-—k£gm- PHP, v= 
Ac - |= 4m — 2m- 27s Sp P —8m— 1 Bj, v —(4m— 
1)—(2m— à)—2m, Hik 2 =8mt 1f, 
i p- 1 
| 2 * =1 (mod P) 
即 2 为 模 记 的 二 次 剩余 。 当 了 =8m 二 3 二 ,7 二 (dm 二 1) 一 9m= 
2m-- 1, 94 P —8m-— 3 b], » —(4m— 2)—(2m— 1) 22m— 1 
PULS DP—8mt3HgB8,, 


2 2 -—] (mod P) 


由 定理 6.6.2， 推 论 得 证 。 《证 毕 》 
推论 6.6.2.3 MERERI, RAAL aE R A h 

沪 积 都 是 一 次 剩余 ， sr LOB -TZ UE 38 ZB SE EU 
证 阴 ”内 为 


(ab) ? =a ?2 .bp ? 
天 由 定理 6.6.2 即 得 本 推论 ena: 
TE.SfgESGPF I ELARRE R ESSO REO. 
EPOCRHÓXG. H r=+1 (mod 8), HÈRE? EH” 
HORER. wa HGCF) BM dq x KET PEGE R S 
QERA PHIGXGXBIE G, HAN Emni PATa RRA 
集合 。 | 
HIT OA REÉCOCYCRDOR. EONARODUCEDAEIAM OA CRAE, WO 
AP PAA RRR RRJ, GE 2 Up D ERO m. MEA ABIRE SE 
PATNER, BRERA k TAARE, T E, hm— PB— 1, 国 


此 Q 为 “ 个 分 图 陪 集 的 并 集 , N 为 其 余 -< 4n det 3é45. 
Wi, 2 =31 mi, PAA 


Ci-11, 2, 4, 8, 16 
C. = { 3 + ^ , 19, 2 4 17) 
C,—1(5, 10, 20, 9, 18} 


C= {11, 22, 18, 938, ?1) 
Cu; (15, 30, 29, 27, 23 
hF = 1, 3229, 5?e35, HA, 


Q =C UGUO 
— O4 JC, UCis 
议 , 
gqéx)— IBI (x —a), n(x)-— IT (X -a 
rQ "ci 
m gcoxo 和 fx) 都 是 系数 取 自 GF(2) vü8gEd E, SSH 
x*— 1—(x—13)9(x)n(x) (6-17) 


dE $6.6 85.8 1, jefI3 -F NH ie 


iid 
R £eSGFCDOC6x J/(x* — 1) 

定义 6.6.2 以 

Q(X), (x —1)Q(x), n(x), (x-—1^nc'tx?) 
MEREM K, PAIERA A QA 5. Ja Wü id YQ. 
Qj. Qj 和 Qi. 

.上述 定 义 可 以 推广 到 有 限 域 GF(C1》 上 , 其 中 是 可 上 的 

P-1 

—GHGBA, BEI 7 三 1 (med £), M 1 — 2 时， 这 - :条件 等 
Hr pekxai (moi 8). 

由 定理 4.6.2 £1, QrcQ,, Q;CQOQ,, HHE 4.6.6.1, B 
们 断定 Q^ EO, B rS BOE BR EH TEBDPT ERU TRA. [DTE 


S, Qamal, 7 -)m, omoi (o, 


27 My, 
为 了 证 明 O, A Q, Q M Qi 都 是 等 价 的 QI qu, fud 2 
先 证 明 下 述 定理 。 这 个 定理 适用 于 所 有 的 二 元 循环 人 得。 假定 码 长 
An, pn 是 奇数 。 
定理 6.6.8 设 z 为 GF(27 的 某 个 扩 域 上 的 一次 单位 原 根 ， 
KO n 的 分 圆 陪 集 的 某 个 并 集 。 令 g9(x)= | | a, 


R CK 


ka= [| Cx -a = [| (x 一 a”)， 其 中 7 是 适合 (了 ， 
REK kecik 
"—1 
n ) 一 工 的 任意 整数 。 令 c (x)= D] cs! GI (2 ) 上 任意 
k-0 
"n-1 
ALn HEME, BEEE p» x! WE X ee 0m 
k = 0 
=jk(mod n )) 的 作用 下 由 2 (x) 得 到 的 多 项 式 ,于 十 , e (x 0G 
(9 (x D B.BUS £(x )€ «x 22 
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证 明 HF Of, n)=1, di En MEE En, R 
Aai, Wije:1 (mod 3 )。 于 是 趟 述 论断 是 彼此 等 价 时 ; 

(1)c(x)&€g9g(x)) 

(2) g(x) elx) 

(3) c (a)=0, H—E REK 

(4) c(a*)=0, X —ü ikEK 

(5) c(a—0, xt—UWRgciK 

(6) é(a5—0, XI - UR EJK 

(7) yx) x ) 

(8) c(x)Cc«3(x D 
Am (4) m (5) 之 所 以 等 价 ， 蚌 因为 ij 二 1 mod n). (5) 
和 (62 之 记忆 等 价 ， 是 因为 让 置换 C, =n (m-—jkR(mod n)) 
本 作用 下 


6x) c (x^) — e(x) (6-18) 

其 余 的 等 价 关系 显然 成 立 。 《证 毕 》 
推论 6.6.8.1 XT 

C,—C,, 122k (mod m") (6-19) 


HERF, CEBIT TOR IRIS R EIEE, KLEE O CBAR 
53 CHAR CBF, 
üEBH EA 2 KK, f 
sx)= || (x—-eb-[[x-«5-22(x) 
k E21K kEK 
CuERS 
例 6.6.1 x IR n-31Hj BJ f OG. M zRo, S c Ñ 
GF(2) E5 RERS tat 1, JRK =C, dC 
Hi-—7,8j; —9, d 
ONIX jm (x y= 4- x9 p x5 -4- x5 -4- E e x54 1 
及 
B(x TM va? x ) mx!" E x*— x x5] 


(FECI (x Dipl RI 


2b6 


e(x)-(x--1)99(x) 
一 X 十 十 六 二 十 十 x 十 十 1 
HA 
(x)= WN 
= gx (x a a a 基 二 
| aH RxU-RxÍ4 x1) 
BBe( x EI x 55 
AxEj-2,j-2'-—-16, 4f&i16K-K, Jt f 
E x)= e (x -—xU xa xY a x!* xat xta d 
gox(x*-Ex!-ELx*-x'3-x*-x*-xt i) 
PLE, 6(x0cmég Cx), M mIRE T di66.8.3.i, 
注意 如 将 式 〈6-19) FEI 2 BU 27, 15 6.6.3.118 4 i 
D5ERJESL, REAS 2K = KASR i, 
现在 我 们 回 过 藉 来 讨论 QR Ph 
acm || €x —-20, n(x)= T] (x ^e» 
rc rEN 
仍 合 用 定理 6.6.3 中 的 符 导 ， 我 们 有 
à4(x)— [| (xe), ixz)= [1 cx 22» 
rc n CN 
RJE 6.6.2.3, SM jc ON, d 
jQ-—-Q, jN=N 
m5; EN, X 
JQ-—N, UN =Q 
因此 在 定理 6.6.3 中 所 期 定 的 置 钦 【等 价 于 式 《8-18 人 作用 下 ， 
RIDE 
gx)= g(x), n(x)o nix h «rico 
q(x)c—s9t0x), A(x)—9 0x), HEIEN 
因此 由 完 理 5.6.3， 得 
Or 和 7 了 
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Q.-O,, QA, EIEN 
对 于 Q HG. STBDESSPga R, 
ith, BDOPJ J =1 mod P). Bj idHow—5U8 4. Mi 
7 和 JU 同时 为 模 上 的 次 剩余 或 同时 为 模 了 鸡 二 次 非 熙 余 。 
综 上 所 述 ， 妈 得 
推论 6.6.3.2 3T QA B3 Q,, Q,, Qi, C, Æ Rr W A 
Bn iu ER 
X —- x 
B AUHT.UjcomumN 
Q,—Q,, Q,-Q,, Qi--Q5, QQ 
当 j ENA 
QO, Q,--Q,, Q> Q> 
因此 Q, 和 O, EHR SS DEL A, Q 和 Bs 也 相互 AE. 
定理 5.6.4 (Z P= 1 (mod B2), WE GEN xeTEG, qd 
FA. Q. Q, A Q; ERA E Xon 8g 


ex) 》 x, fleit Mox 


rEg n EN (6-20) 
ex) DY x fx)— 34 Mox 
n cw reg 


和 证明 EA 2=— 1 (mod 8), LH iki 6.6.2.1 和 HE 1e 


t 
6.6.2.2, 2E Q, — LEN, ei( *)=( ` «| 一 ` xt 
rcg rco 
= $) x'—e(x), Mex dX. 35 Hb, R (6-20) 
rca 
"BEES TEREE. i9] 28 6.3.6, e= 0 zm 
1 。 对 于 任意 8 所 Q， 都 有 
ela, Y a = ^ 2 —e (a) 
r cQ rec 
zs dn Wi, TERIN, KB 
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so- Y ane Y) amen? 


re re Q 
由 引 理 6.3.2， 我 们 有 


e,(a)-Fe.(ial)- 2. x 十 > x* 


因此 根据 4 的 选择 ， 我 们 有 

eU) 0, HU sE, He,02)—1, AMIEN 

(8—21) 

或 

e, = 1, X—9sCQ, Helat, X—9M 1t € N. 

通常 我 们 取 a EN (6-21) BRL. TE, eCx) 是 Q RR 
等 生成 元 。 

EBD 


eala) = | a" — i a 0, XI BEEN 
ncN rEg 


e(a = X) a= 》 a*t- 1, HAE 


n&N |o n€N 
&x ex) 为 OWRD E ETE 
BTféa0-0,5--9s5cQ. Hf,00)21, »F— 0 
tf EN 以 及 (C1) 一 0， 可 以 基 定 f(xX) AOW ESER 
Jt. AM, CO 为 O RSE RI. CIE 
M p —1(mod8) BL, REAA. XC. Qi. Qi. Q, 
和 Qi EJ 5 7E HER] ELE SIC 
1 十 ` X', MES 1 十 EZ 2x 
rZQ "€i nE N r EQ 
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(15.6.2 iba GF ERIT x AAR, n GE CD 
Ha-ead-1-053, QJ. Q Q, 和 ;的 生成 多 项 趟 分 
ali 为 
(z+ alx +a?) ax Hat =a 
ox + 1s x 4-1) 
(x a(x Ha ( x +a —x* x^ 1 
(x F-12687 x 1) 
因此 O, A Q. SEP (7. 4. 32 RI $35, m Qi f Q. TJ 
À QMQ gy (7, 3, 40 BEET. Hob. Quo QQ 和 
Qi PILAE ^E cnr 
X tat, 1 ox Bx 
十 Xx 十 xX ，1 十 十 六 十 
酌 8.6.3 当 p =23 寺 ， 我 们 有 
C710) 
C={1, 2, 4, 8, 16, 9, 18, 13, 3, 6, 12 
C,— (5, I0, 20, 17, 11, 22, 21, 19, 18, T, 14) 
因为 2 的 模 23 阶 为 11, Meórm Em QUO (Xx) 有 两 个 11 次 的 


县 约 因 式 ， 设 2 为 23 KARRE WRAT 209 3E 


系 ， 斯 以 Q Cx》 的 丙 个 序 约 因 式 为 互 友 多 需 式 。 利 用 上 述 信 
B. BERIHIGSEJAGE. M BHE 
sA 4 —(x 41) Ex Fx Fx Ex x1) 
(xl! px? xf px x*-ExX^ L 
Ba 11 GERE EOGSE A ata a H ox cO» BUG, 
W Q,.. Qi. Q, 和 Qi RI AE HZ S DS or EM 
x!i -Ex*-- x! -Ex*-Ex54- x 4-1 
(Xx 4 X3 xl! om x*- x! 4-x9-- x9 x - 1) | 
x13 M xit d xf 2o xf xt € x* E 1 
(X 19x! - at x5-Ex*-Ex*- 1 
HZ Hel 85$ ^: n jur 3173 


Ey EROS 
Ui 


2 y. bk om AEE DAE 
reg "cc P r cQ 
HHQ =C, N = Cso 

可 以 证 明 Q, A Q, Ej (23, 12) EErEE fff. 

OR 码 还 有 如 下 重要 性 质 

定理 9.6.5 DT 1 mods ) Hj. " 

(1) Q =Q + Ob, Q,—Qi- p 

ON = hy, Qo Q,— 

(2) QieQ, Qi=0’ 
3E B, Qi Qi ABES, 

证 明 《1) 由 定理 4.6.5，Q 二 Rh) 的 生成 多 项 式 为 ({ x 十 
1)4(X),， a(x)n(x))—a(x), WSQ th, AM, 
Q, =Q; +h), HHQ, +O, 的 生成 多 项 式 为 (g(x)，#(%)) 
=1, WM Q,4-Q,- R., dE dE wu XB 4.6.4, QOQ HE JE 
NA Cg), n(x) = q(x)n(x), WU 9E Q, OQ, 
—Ob, 

(2) Q HFAA d, Hire, BER 4.6.1 KARS 
项 式 的 性 质 ， 我 们 知道 Q; HFAA 180 7, Rn CN, (REI 

= — 1 Gmod8), $xüfkib 6.6.2.1, — 1 RE P 的 二 ES 
4. M-E, HKO BRAAI Me, HPpre, x 
PhuRuEH TY Q;—Q'u WF OTO, AQQ +=. O E 
ERM, mp ETE, Q=, FL RREZE, “证 毕 》 
注 鞍 在 证 明定 理 中 的 《1) 8j, IRJ 到 户 三 一 1 mods) 

一 条 件 ， 故 《1) 的 结论 对 于 三 1 (mod8) 也 成 立 。 但 当 
P=] (mod 8 ) 时， 定理 之 (2) WEA 


证 读者 自行 证 明之 。 
PERI Qe RU RT AE po RISE, 
EO URTERA GE 6.6.4 


cf 


falx) = Y (6-22) 
E FR A x p IRE 
f 
G' — fefc (6-23) 
5 


EQ Bi—^hmiEk. uA, GU e anat !, 
由 上 这 定理 我 们 知道 


P 
NEM 一 | (6—24) 
1 1 -— 1 


EQ YERE WT QOQ, BAR (unis S 
ip p = 7 R89 6.2.20 Rl, (T, 4, 3) WHER, 
342 AEREA 


00101 
01100 I z 
[1 116090 1 0| 
[0 3 1 19 4 0. 
010179 o) 
010 1110 
001201 1 1 
1 13201 1.L 


86.7. d. RR C X8 S 
SnmB uae em AR EO TE E GE XL 2.6.3) 
reg Ma, JP Eao mA o0. uS E613 ROS 
WE BIREW O, AMS RE QR AARET dic 0. 1, 


24 È 


I Dp 一 1 , 09, 
定理 $.7.1 设 p 二 一 1 (mod8), MI 
(1) Q, $81 0, 为 双 偶 码 ， 
(2) Q 和 Qs 中 的 任意 码 字 的 重量 都 与 0 或 3 模 4 和 间作 。 
证 明 (1) 在 式 (6-240 中 增加 全 一 人 狼 校 验 位 后 ， 即 得 o, 
的 一 个 生成 矩阵 


0 1 p—1 œ 
G” | D (6-25) 
G= : 
0 
1 1 d» 
HTP2--—1-8&R, MUEPEILIEASCIIdES 余 各 有 
fL a4k- aW Wb 的 行 重 量 名 为 4 的 俏 数 。 因 为 Qi 


EAE (5X8 8.6.52, f G7 PRIE, FEA h 
JEA2. EHE mh E 2.7.2. 0o, A XX fpa. Ad Nn] E: Qa 也 


ENEE. ZERIE — dkdm. SO o mo Roi, 
PT) MP+ 1 一 8 ， 这 正 起 双 偶 码 存在 的 充分 区 要 


条 件 。 
(2) & (1) 8852838, o, RE o. 中 任意 码 宁 的 重量 篆 为 4 
的 倍数 ， 而 OLIO. 分 别 为 o 和 o; PER CS. PUE QA Q. rn 


任意 码 字 的 重量 = 08» 3 (mod 4 !. CE Ro 
注音 类 似 于 定理 6.7.1， 妆 三 1 (rod8) Hj, 8 m P 
结果 ; 


(1) 01=0s, Q»7Qj 
(2) Qi 利 0. ELE: idR A 
在 证 明 本 节 的 主要 定理 〈6.7.7) 之 前 ， 我 们 需要 引 入 一 些 
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MEIRE. 

HATIA, Er, e. m 为 上 个 4 次 置换 ,我 
们 称 7 ，…， 克 :生成 一 个 群 GG。 并 记 为 G =T, c6, £0, d 
EGRE t e, m 的 2 中 的 最 小 子 群 。 显 然 子 群生 必须 也 
RERE ro e, x. 的 所 有 形式 的 方 磊 的 飞 积 ， 

RIRES S= 4, e 23 bu E YASEGOMUfÍuuRE AE 
ATERA u, gE S, RWE- REG, 使 得 7 (aD = 
9;, 更 一 般 地 ， 称 为 t 一 年 传递 群 , 如 果 给 定 t BR a 
eua QESH ADR ay, ns, asc S, WAE- D E dA T 
C GC, MM x(m)-—G e, T i) =i 

lil, 45-—1(1, 2, … 71, Hx —(1,. 3, 8, 4, 
5,6,7) BEI AEI EZ, MG =<7r) Eh se mI 8248 jf 7 
ErOBIRSE.Siu—ib, GESER, HAARE is, cs, 
EdfdX A, íRbzi—i. 

Xl, S,—4(1, 2), C1, 2, 3P S.—40(2, 8), 
(1, 3, 2) (8A 3.5.3), 9&5, 

PIENE E Se CREE XETTRUEE XR. Wt a (2, 
ev 8) 是 一 个 向 量 ， 而 x 是 一 个 4 次 置换 , 则 7 (a) m Cx (a), 
ey, F(a). Diu, m dE 7 次 循环 移 位 置 措 , 即 T= 二 (1,2,3， 
4, E, 6, 7), 而 a=(1001011), WA(la) —(11 
00 101), 

Rik, RETLA 89 — PRX SE Am, UL 
KIERRE AA, C35 Cn, RO B5, WC OASRIRAED. 5E 
[5:439 c 和 CC， 则 = (cyEC。 因 此 ， 在 条 环 移 位 置换 (uU) 
HEM T, J8YRALCH)A ABER XS C B3 53 — AE ERE, 

显然 ， 对 二 元 Cmn. k) ACH pit ATE noU HE 
mim CuEX;—RSE[ HE (n, k) DUERCCEE. WERE. Br 
有 将 马 变 成 它 自 己 的 置换 构成 一 个 群 ， 因 而 我们 有 下 述 定 交 。 

定义 6.7.1 HERCE EH OERA W 构 成 
C 的 自 同 构 群 ， 记 为 GCC)。 
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p uM CCC) 是 S。 的 … 个 子 群 。 些 外， 由 GCC) 各 
G tC) 的 定义 立 关 可 得 

定理 6.7.2 G(C)=G {Cn, 

例 6.7.1 

(1) 设 忆 为 整个 空间 ， 则 显然 有 

人 CC) 一 an 
(2) 回忆 置 复 码 Cr 一 <h》。 因 为 
Cg (0 0:750, 11..1} 

XQ G (Cr) = uo 

(3) 由 定理 6.7-2， 对 于 偶 重 量 码 C=C, BAG (Ca) = 
5. 


a 


Bim, 4n 一 3 ，& 一 2 时 ，Cs 的 生成 矩阵 和 一 致 校 验 第 


降 分 别 为 
l 0 1 
GE TEE" 
Ü 1 1 


HB, Ce={0 00, 011, 101, 110), S 7: EXE 
B uETA B) iA HAN EH HRA 
S3—(C1)0, C1, 25, (1, 3), (2, 3), 
(1, 2, 3), (1, 3, 2) 
(4) Wt C4, 2) 85 CIE ROREEROS 


1 1 9 0 
c- | 
0 0 1 1 
WGC) mS, H 
GÓC)-(C12, C1, 2), (3, 4), (1, 2003, 
4), C1, 3)C2, 4), C1, 4)C2, 3), 
(1. 3, 2, 4), (1, 4, 2, 3) 
—fEr zi. MERAH AA FERRER RIRI E ge 
WERA 2, itmsglicuuieoRGO) 的 阶 ， 也 是 很 困难 
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np. SARGO 的 一 个 子 群 则 比较 容易 
显然 我 们 可 以 用 7 x sOBPREAGEGCRO ONES PAD, 
31K ELA (2. 3) 可 以 用 3 x 3 ER ALTI P E 


1 23 3 
1 0 0 
A=] 0 0 1 
0 1 OQ 


定理 8.7.3 设 (n, kh) BAERE ORC, WM] E mxm 

Mit Aem m REL ERHITRCT C (C). YENY 
KG-GA 

HERKEN RÀ x k aA, 

WA AEC(C) SERN GA EC BI—A- HE RABEE,OEH 
DC 213811 2$ SE 386 H G 获得 G4, GEHE 

HAE bg ERER, APRA D ERTA ES TEE 
E. GERACAGEUE Lf mox nup x8iupe, MAGRA BEES 


Ri 


em x 


$16.7.2. 我 们 定义 并 元 单 形 码 届 ， wi (n —2'—1, n 
— r) IXHRESIDEHE 85. BE dE, C. RE (2 一 r) W. H 
E RIE G.S EDI MAS o aI pI S x. 
例如 
t 1 1 
ael aa) 
1 0 1 
ES EE 
C,—7(000, 011, 101, 110) 
papi 
0 1 2 3 4 5 6 
[| i 10 10 0 
vri 8 1 1191 
(0 0 1 11 9 1 
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是 (Cs ft) —4- EREE, E | | 

用 归纳 法 可 以 证 明 ，C. 的 所 有 非 零 码 宁 的 重臣 都 等 于 2 。 这 就 
是 单 形 码 名 称 的 由 来 。 


f 
10000 9090 
TEMP 
0190900200! 
4-190000 19 
00 100 6 0| 
ESTERS 
00 010800 


由? x 7 ERARE 7 URS 
m=(Q0)Cl, 4, 2)(3, 5, 6) 

它 将 C.QAÉD C.H gu. 事实 上 ， 我 们 有 

0 1] 2 8 4 5 6 


eO m I 


其 中 天 为 3 x 8 mias, 

定义 6.7.2 域 政 上 所 有 月 x 吾 可 道 容 阵 的 集合 称 为 一 般 线 
TER, PI CLÓR. FO. EFZUHBEGF(s), W5GL 
Ck, 4). | 

定理 6.7.4 一 般 比 性 群 CLCR, 25 的 防 为 

(一 1 一 8 人 一 站 

证 明  UKCCLOR, 3) 于 是 天 中 的 第 1 列 可 为 GEf9) 

THREF HE, RA ?一 1 种 选取 方法 .并 的 第 2 列 不 能 
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为 第 1 列 的 信和 数 ， 因 此 共有 一 9 种 选 下 方法 。 类 似 地 ,下 的 第 
3 列 不 能 为 前 两 列 的 绢 性 组 合 ， 蕉 共有 9" 一 侣 种 选取 方法 。 如 此 
继续 人 下去， 可见 GU) ERARE R X k ERRAI 
| (g*— 120(g^ glag (gg) 

^. BARERA T AH. k x kmi K Xn BER HOY 4 rank 
K= R, | CHEE) 

由 定理 6.7.3 Ag, Sa (", k) WCHA DAR G CC) 
E GLOh, 2) WATR MIH. 

定理 6.7.5 idt (n, k) ECPN A EFE EHHH ERA, 
Bx TEE TERRA. MFA RRS EE D 
HA. &p C40 EON C BSCE RET dB. H ar ERO ER ERI EREHE 分 布 ， 
则 有 


a — DEN 
21-1^ " m 


— 2j 
H 
Ke, AER TS B ENE A AI R 
证 明 EC THERA 2) A] mF BC EM., 
HARMIBUIE 2j 4471. BEBE. Vipd y] vs 119 
ZAH ETF Gio BI 


E 


位 :7 = 一 


27 A 


Uap T 
N 


rh F As: = 0a t Otas wA 


他 一 人 
as; A dag. 一 n E 


E ATUS B ic NB TAL EXIT. GEB» 
现在 我 们 米 讨 论 扩展 OQA TP BIBT SE. 
定义 8.7.3 WU bM E. Hop 1 (mod8), W Æ Pit 
$50, 1, 2, vs P— 1, ec 上 的 所 有 如 下 形状 


ay b E 
7 Tg (6-26) 


c 


ZEA 


HERP- TE Host e ERER bag PSLCP), 
ipa, b, €, dCGFCP), RERI 
ad —5e- 1 

定理 6.7.6 

(1) PSLP) 由 下 述 3 个 置换 生成 ， 

S; y F1 

V. yop y (6-27) 

T. > ~ 一 -六 
其 中 P 为 GFLp) qox. 

(2) PSL,(p) f ro — b G*— 1). PSLP) SF 


B-r Cp? 一 1) 个 置换 组 成 ; 


Si y—0U yj (6-28) 
VISITS". yh —( yp? (6-29) 


Epai- 0-1)» 0Xij. RP. 
(3) PSL,Cb) HERH, 


证 明 *ue-oM, de. 


一 = T a0 
est d ad 
Gd 一 1 
X034 084], Ti5b——-.—, iu 
c 
ad -— 1 
ay b | 0377 cocey+ad 一 1 
cytd eyvtd e (cy d) 
—. | lol 
| € c^ v 4- cd 


综合 上 区 的 讨论 ， 设 


Zi 9 


avt b 
—- LLL ML 本 一 pe 一 
cyd ^ ai—9c— 1 
EPSL D) cpBEDEExXGX. Hus Wu m 
Y 3 y-Lab, HF eù (6-30) 
或 
d d 
yx Lad QXPPc-0 (6-31) 


经 过 简单 的 计 党 即 可 验证 ， 式 《6-28)》 HT GU $7. Hopa = 
p. 式 {8-29) AES qv IS? T S*^, Bp ee, 
在 式 (£-30) H, M ab= P, EZ (6-28); Œ M (86-31) 
W. eom k, cd j, BERCE); 其 中 0 i <h 
1 )， ü s f E RP, 
式 (6-28) 中 共有 一 >- (一 ] ) PAYS, sk (8-29) 中 共 


有 一 一 (一 UP 个 置换 ， 因 此 Podal p? B3 ET > 


—-(bB-1)P4-L (Pp—1)8 
2 2 
-— PB — 19€ +1) 


BE; HAm SADR URET RRE AERE 
的 有 限 坐 标 ， 页 了 可 以 充 搞 0 oo, KEI FERE iG 
P. WTE PSLP) 中 的 一 个 置换 ， 能 将 PGBOA I, BUD PSL 
(P) ARET GEH) 

EEA Med. A 6-27) CBEUJEREEERUREE 
Bg, TOES T HN ER PSL, CP) 

Temi par EE, 

定理 8.7.7 d$ RQPRSSMBIIEE G A PSL), HH 
zm, EPSL CP) 的 作用 下 ， Of 0: «REDE, 

HEBBO hT SEERE, Mr ARER un. Wes 
MVEN F, OGCi=1, 2) 固定 不 变 MS, E CGU), 
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X [EX Srono, WMS, VEGO). MTR muU 
Hh TRE 0; HEDE. 

为 简单 计 ， 我 们 只 考 虐 刀 = 7 WAE, xXx, DE B.4, 
4) WAR Oo AEWA 〈(6-25) 的 生成 矩阵 人 : 


0 1 2 2 4 a 5 co 


.— -e : - €——X— Md 


To (1 0 0 1 Q 1l 1łi |Ë 
r.l 1 0 0 1 0 141 |ð 
ra | 1 l 1 D 9 1 €9$ ü 
ri|Oo 1 1 1 60 0 1|0 (6-32) 
yj | 1 i 1 1 1 0 Ù 性 
10 1 0 1 1 1 9]|o0 
re s 90 1 0 1 1 ılo 
Fæ cl L 1 l i 1 1 1 


并 将 上 述 害 阵 中 的 备 行 分 判 记 为 To Tua. có T Tao 
在 全 的 作用 下 ，G M70. cG'. XEdRfgm PT nm 
T (0, 991, 8202, 8)(C4, 5) 
Eut, HP DAE G H $30 fez 1$)65j. 2303 £j. 4l 
5 4443) G', lox (6-23) 所 未。 
Ü 1 2 a 4 B5 6 os 


PT T. 2n 


ü 


w fn +h 
= ret Tg MÀ 
=r; +YorTr Å 
= Y. + Tù 
(6-33) 
= 5 一 ro 十 和 


=T; 十 fa 


Ex» CR m Ae Loc D 
i oHm n 02 no 03 RÀ 
Ch BA m RB M RA GG 
Gu Ch» 0 0 LB oc ER 


] 
i 
0 
j 
了 
1 
0 


= Ò 09 me Gg on rn 
I om o od moo 


-= yj 十 也 


"ioooocooczsocs 


1 i 1 1 1) 1 1^-5*-X 
H Ea A, TO) —r,-Bh. Tri =retri th, o, T 
(ro) =T 因此， 在 了 的 作用 下 ， G PARTEREN O 中 的 
—^-R5-E. BEA. G WWE Q 的 一 个 生成 撼 降 。 
M p=— 1 (mod 8) t, WEERT R AE: 
T (rj) —r.-h 
Tiro =r. trith, HT ZQ 
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T(r)o-r.-'-Fr,. 对 于 +EN 
T (r")-r. 
《证 毕 > 
定理 6.7.8 
C1) 扩展 QR 码 的 所 有 删除 码 都 等 价 ， 
(2) QR g5 Q, 和 ,的 最 小 重 时 为 行 效 。 
证 明 
(1) 由 定理 6.7.6， 我 们 知道 ，PSL( 了) JP E QFIE 
BERIO, L, es P—1, eos bEffjfexE TS, MATIERE M B 
置 1 和 7 ， 都 存在 一 个 PSL) PRR, BEN) R 为 1 ， 并 
Qi mEQEEBRCNE. MEMET RE QA 码 的 第 上 列 和 第 了 列 
后 所 得 到 的 删除 码 等 愉 。 
(2) 由 于 扩展 QA 码 满足 定理 8.7.5 PAA, MEORE 
QA Q (GEAT E QR HEARD 多 最 小 登 量 为 奇数 。 
CE e» 


$6.8. 二 次 列 余 码 的 纠 错 能 力 和 译 码 

WTF QR BE (RFE A 和) 纪 错 能 力 的 研究 ， 下 述 定 理 
是 最 重要 的 。 

定理 6,.8,1 《平方 根 限 ) 

(1) dtd X QR s Q,zv OQ 的 最 小 重量 ， 则 


d'z p (6-34) 
(22 XUp—J2P, 3 P —— 1 (mod 8) H, # 
d*^— d-F1zP (6—35) 


证 明 
(1) KaCx) 为 Qi 中 具有 最 小 重重 了 Eng, BAGN, 
则 由 推论 6.6.3.2 WA b (x) 二 a (X) JE Q, 中 具有 最 小 宣 量 
d 的 码 字 (注意 O, 和 ,等 价 )。 所 以 
a(x)b5x e Q(10, — Op) 
根据 定理 6.7.8，g EX, dxa(x)b(x2s 0 GRA 8] FH 17 
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WH), IddEa(x)b(x)-—h, 从 而 G(x)p (x) 的 重量 为 卫 。 
(i£, SERE (x) b (x) 中 其 有 蕴 零 系数 的 项 不 能 超过 9 个 
CaCx)sllb Cx) By &sirogd). Joe d ze f. 
(2) M Pzc--1í(mod8) Wf. HEIE 6.5.2.1 n] Xi, — 
ZB PELAR, MC C1) PR na RA. R 
十 


则 TH 
c x73 Ü = (lg +a, t tet -Fa.x 


RHAL, Palja GD p d MET s BA d A AA, 
M bExRd 项 之 和 为 1 。 央 此 a (x%) a tx )pitesud-—d-— 
15 ^3E€m, Bpd^'"—d--12zfb, “证 毕 > 

由 定理 6.7.8 Bd (20 和 定理 6.7.1 中 的 (2) 可 知 ， 当 
P=- 1 (mod8) EF, Q, 4 Q, MADARAS 3 (mod 4)。 利 
用 这 一 事实 ， 可 以 根据 平方 根 限 (定理 6.8.1) ib GE PATI] 
的 扩展 QL 码 的 最 小 重量 求 【 见 表 6-4)。 

Bn, -4P-zaBbl, m P3!'—3-c-127«23, dtd 27, 
因此 扩展 (24, 122 QF pom dze8. AE bx (24, 
12) 码 中 有 一 个 至 量 为 8 HT, Wd = 8 。 类 位 地 ， 当 了 二 47 
B, HOT —71-—43—C47, Ad il Dist Hh (48, 24} 
QR gii EE Rd 一 12。 

YARR Rm d ATE, PE 6-4 7513 TRE 二 元 让 展 
QR 码 的 最 小 蛋 晤 。 这 是 因为 在 这 些 码 出 祁 找 到 了 一 个 重量 等 于 


DES 
dc  O-À 
b=- 1 CuocB» | pz1 mods 
bon hk d | bon hk d 
E UU | 0 0T m UT 
T 8 4 d 17 18 9 6 
23 24 |? à | Ai 42 21 8 
31 32 16 8 | 
A7. 48 24 12 | 
71 72 36 12 | 
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TOCBS«LE eu 6 m | 
um Node 8-4 nén, T $ PIRAN, T NUTZER. H 
Pa a PARRA” EA pa EREK Rg. 
BD 下 条 二 元 QR BAMI E QE m Y B1. 
OIRRE HJ RJR pii 
Qa Qi, G 和 人 的 生成 区 项 起 分 中 为 
gx 一 | | (xte, (x+ 1) 8Cx)， 


r c t 


"(x)- u (xta, (x -1)ní(x) 


da (2) Ext REE PI EB, 
(QT NOME 
BIP-—3 9E, H Petiümods83), 


dinQ,  dimQ,m -> (PAID, 


1 
dim -—dimQi-^ PE (5 —1), 


Q,-Q do, Q =Q; 0e 
Q9, uo, Q0, 2, 
Q,5 Qm, Qi Q nth 
EMES d> DEd HAR CM AM QD. 
l p= — l(mod 8) RF, 
Q,, Qi, QUII Q; FIRE AE ERRETIRA 


2 w L+ dan NES 1^ x 


HE-A "ENV rog 
2:551 (mod B) I, 
Qr Qi, OU Q TRES "E E EASRA 
DOM ov, DY x I+ oc $3 x 
rc ncN n c x rcQ 
HS: PI P (mod 8) H, A 


"E! 


O=, Q:cQ;, 
Qi Qi WEHE, 
Q. 或 fd f] RE d — 3 (mod 4), 
HidgExXd—d-12b, 
Sp P= 1 (mod8 ) Hj, WA 
Qi-O0,, = 
JR ORP OA og PSL CP) WHEN PED BAE,Q e $h 
a P= d1mod8) Hf, FESTA 
Qi Fi Os IAR o 
SM p= 1 {mod8】 时 ， 我 们 有 有 
QT= Qs 0O:= 0 
Q: 4H O0, PREBERI E, 
xp ORBELA E, QA E-GORBERRICTITXEq CATU 
- WER UHT Wh. JREDAURUUARTESS SE AU Ok Ti 
S Ag d ESTEE PRE, d BSR ATHA n H 
TIKE PDR d WRES RRAS RT, LITERIE EX 
问题 都 是 非常 光 难 的 。 一 般 耐 言 ， 对 于 “好 * 的 、 且 具有 一 定 结构 


的 Cn k CR), d Cn BOE, PR dede US n mn, dir). 


gi RU? gw 有 一- 个 不 签 于 堆 的 下 界 。 对 于 QR 码 ， 它 的 信息 率 


C D) | NEN uas n 、 
A ZR BAARXCUROUSE. ST QR 码 的 译 码 ， 可 


pl s Tid OBERBERUU HIE. 
iul (5, k, d) Eh. E vU-—( Uu ts Uai) 
MM SESTARA EE, H va w p Bi e= (Egs Ei, y Ena) 
HER, Ep21 +1<d, TÆER KH K r=vte= (ry 
Ti cU. Faune. 为 简单 im, dedi COE SE (RAT X 
2.2.25, HEC üt REAG =A I2, — $E US E E AH = 
[AU Hi AR A R E. px nb (uy ce, 8.1) Ji [9 


aco 
VcBHBgym-— n — hcpiER fw, sm (v 


l ma Cy 2.1) P1 Ej TX C IN 
E ZH. 


定理 全 .8.2 pata cba C= (Cos Cis Sa- 2,4] LORH Ea, oiran t » 


PLESI up T= (Tay Taa ttt. Po) TSEES PH A 
MsteHr, dye. MPA GS. es onu) KE T 
AER, Host—íey Cy oega DTR T SIUE, 23 w (7) 
tf ， 则 信息 组 中 乎 光春 一 位 出 滥 


IO nio 
证 加 (1) UH MT 是 正确 的 ， pi poi CPorm om Tan- l, 
Hub eco. T s= Hr =L] ArT AT 


T= ler, Cis 
e, 94,4907, RU GDS t, 

(2) fr ea = Eas Ci, "77.9 Ged ES E is 
JFfR E ew 0. 


A H3 rn = Bio -= 
p 过 为 2 是 C 中 的 一 个 非 零 码 字 


-. WEB Li 
ati +1, LE Ww Ce 十 wW Ceai e2 t-- 1, HF 


" 
| "dn 
=E | ]- eu tet, 
Vel; 
BUM 


wsg)mwíi4g?-—uw(et,) 
Wend) WwW (er) 
—{wWiewm A H Wie) — CU (2) 
十 网 (人 os) 
—210-1-—uíe) 
zm d d 


GE fo 
A EREA uES3ppoH BOT TOES 


与 
(2) ERATE, BUE 


wn--bizwí(a)—wuwib) 
i iE E EE. 
芝 述 定理 是 : 5 30 da 1/9 AUS re Mle 


Zen Re s D T €* 
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ij B ENITEN ERT E, TARAIRE, 5585 EB DS 
As iX—J4iARXAERY AM. 

对 于 茶 个 固定 的 4， 其 中 1 所 [- 7 7 5], qu x eie m 
AERE SG. HRABIA rE EE. WRIMGCOCOm 
JE Ux e EA R E r p i TE BEL, peip 2 M F H 


例 5.8.T ECH (7, 4, 32QH A Q, MEI P iJ 
pi s kc REL— SURE BRE RR P. 


11609 100 0 
0 1 1 0 1 0 0 | 
G= =T IDE (6-38) 
i 11:00 1 Q 
1.0 10 0 0 1 
0 1 2 3 4 5 $ 
1.0 0 1 0 1 1 
H=!) 0 1 6 1 1 1 Q |er71l47 (6-37) 
0 0 1 0 1 1] 1 
Uum m Tu $ l, 0, s u 1, D» d 


Wxe-00, 0, C, i1, Q0, 0, 0), quem m ARAS Aa M 
3 出 了 一 个 错 。 Dp m a a r=, 1, 90, 1, 0, 
l; 1) 
HRR e ar SEE, 
s"= Hr =]]e"=(1, 1, 0Y 
ir duatf58.8.2 prp e IPEF 
w(s)-27»1í(21) 
Boura i’ RHES H F EAD G i 
i& 4 bx TOf PAra G (C) nmpcu cu d Paires l, 
Ha, ce, Rp. APYEAR ORG Iaa ERTS 
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F, eph 1 Ded rj ERR BODL IAE E. 

Ea E, nDBEEQPO—[1, S", S9, Ran Siku y86.7.6 
ng VOGTAIRBEÉQOE€A.e—ÓO, 0, 0, 1, 0, 0, 9), 
W 5'(e)(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0), Hit, S i e tiä 
M fpESÉ 14. 

— RETE. AAA A AK P. ERE ni 
TP FERBER. IRPI EPR 侣 e. GA DL fl 
RRE EE iE m TL, 

UGIRSRSSP01, S7, S9 Ae ULi6-6, 


必 ^ 6-6 
| resan 
D= (rp, L|. Uns Uo. C4, Ug lg) 


Y 


P 


G*(0) = (Ug, Ug, tho U], Ua, Ug, iu) 


Gin) = (Ves tu. Us | Tae fe. Up. vu) 


一 


t PRERE HIERE -Fp Am, Æ E e-o, W 
P= 71 ，3 ,3 也 可 以 达到 同样 目的 。 请 读者 予以 验证 ，。 

ift WERA, A 

s-—II(1, 0, 1, 1, O, 1, 0Y7—(1, 0, 0» 
EDIE t ws) =] WA, ikt£310, M 2. 06) RICH AGE 
Ue BIRRA sS—1, 0, 00THRBAE 3 ^d o8 

HEES E, RINE Sr) 与 ^. 0, 06, 0.,0,0, 
0 SD, rws 00, 0, i, 1, 0, 3, 0D, E riž 
VERUM 1, 0, 0, 0, 1, 10GEZ, S'ALS'[ 的 

EZE), RETI meer. 
AAN "m E 5g) Oy MT: 
C1) IBOMPEBLIBOJXÉR, ROGO) "vnm xum 
mimi, m,ee, mp) 
(2) Wr E. AO nr) 和 它 的 仁 贿 式 
ST FH (rr)) 
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Hyjus—Ti:, Bru 
w SUD f 

iXfR——36, HUBnGITEs. 8.2, TATIANA A E WOW 5 o E 
(r) im A, JE eo Eu to, Cm1) 二 各 个 给 定 。 因 此 令 

OA LG el toy Ea 0. c5, 0) 
JpYRCERMIR (0. 

(8) HRI i, RUN 

w Sm 4 

MiRe e riu Ie: -Li4gu,. 

下 而 我 们 介绍 一 种 昨 换 译 码 方法 的 变形 。 我 们 用 同一 个 例子 
予以 说 胃 。 

HaX (6-37) 可 得 C 的 一 致 校 验 方程 


=i ta Ha (6-38) 


IPEDOERGRERECo-—0, 1, ò, 0, 0, 1, 15), Hen E 
Hr= (ð, 1, 0, 1, 0, 1, 1), 7B3Er( S A b (H $ 
fri LER AS Eg E E RAA (39, 4. 5, 6)), AMA 6-38) 
进行 编码 ， 就 得 到 C 中 一 个 码 字 
9589.—(1, 0, 0, 1, 0, 1, 1) 

计算 we. Wb or mpm, y 

d (er, FT)= 279 d 
CU GREATRRBSHEBOUBSPID.duAEGYIS. EGCC) 中 的 
AME EDSe 

P={1, 5, 5$ 
fr S 的 作用 下 ， 式 (6-38) %4 

G, 77 0, -- G, 3- 0. 

d, =ü, 4-0, -- 4, (6-39) 

dy = 4-7 ET Ba 


EERE Dum SLI)=t0, 1, 5, 6} 
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A(qum, RERE AA O0, 1], 85, 6), TUDNXCO-33) 
ITSE wa. 18 
;::j03)5(0, 1, 0, 0, 0, 1, 1) 
这 一 次 ， 有 
d (305, T)-— l1 
因此 我 们 将 Fr 译 为 wo MAMAH T R RRA Fo 
(7. 4, 32QR RAE] RS ERU SERE TUE 8-7 。 


w 6-7 


—————ÀÁ 


0 1 0 Q0 à 1] 1 o. RREZ 
t 1 O 1 0 1] 1 r: EUr At | 
1 O 0 1 9 1 1 w, Nn'-13, 4, 5, à) 
| LESE Bn] E 
0 1 0 O Ù 1 | uy, A[EJNCI02-40, 1. 5, 6} 
ib 55 e 
—MMM— M  —— M € LOL 
我 们 将 工 述 方法 小 络 如 下 ， 
(1) XC CC) 中 的 置换 集合 
P=ix= 1, Mag ttt. T; 
(2) 设 了 为 信息 组 ，E, 为 CC 的 一 致 校 验 方程 。 利用 T RE, 
TE UB o [C^ TE 
(320 Ed (ws rt. Wiegrif w. TW. EE r, 
EIEH F, jh E, 得 到 的 新 的 - RTE Ea 
Ca) RM mTOR E, IREE ws 
(5) frd(ww, OS, Mgr w. TPWM, 里 揽 上 述 
il^, E XbEIB—4- i, | «iul, (BT d (qo,, ri, 于 
是 我 们 将 rf 译 为 «05 
C6) WRAEK i, I&i], EA 
d (Wis rio A 


JU 2E RU SD r p ERES GRISE T A, 


TR LIBBERMRIATC UNA A UCRSUEJ EUN, CNET 


$6.9 BCH 码 


ZEA E e mM P2045 RCH E i 3E Hm] $5.11 
"nurzbEJCLGOXRfd43$ BCH WAE, O SCE A— RIEA 
aW GPD L n RARR, Wium? 0 We 的 最 
AVET ko quar 
313:50.8.7. Am 3, Hn —27—1, KHO 
(1) mVY (xám x) 
(23 degmP(x)-—degm'?2(x)—m 
EE Aag o—2"— 1Bg42 EUROS C, 和 和 Cs。 显然 有 
C,—i11, 2, 24 e, VU KUN 
C |5 i 
3t B. 
(138, 8542, 
aX (6-40) ZEAR. NA 
(a8) 3 2 
(b) 3 .2 一 2 二 2 一 1 
TIC 


Ter 
[^ 
p 
k 
l3 
[3 
1 
t 
I 
i 
lam 
d 
DU 
C3 
mecs 
C 
M. 


3 Ue (075 1)5)—57^-1 


(c) 2 «(277-b 1)—2"4 225z"— i 


pH ub up M, Cx C. Jp piu m Cl m, (ERES 
定 未 8.9.1 20x08 zb BCH 12 C UA 
g(x)emP!üxyaux) 
Hp MA An, JEIDA TAGES 


T 


(n =’ 


— 1 " l -一 7 TET s FH > ci ec? E m M m E n 


证 中 d£ $5.11sp,. RITE RITR € =a A By N 8| S 


3 
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BCH 3l —- SUpE S PE 
P1 coax oe at 
H | m | (6-41) 


我 们 有 
cE C， 当 县 仅 当 He'=O 
n-—1 


x4 HALM ES 0 H ML = Q 


«Hose Co)- 0H c (0)-—0 

1 RI m (xe (x) Ba l xylex) 

M HAm xY, mx lc (x), 
Ham x) $m 0x) 者 是 既 约 多 项 式 . Hsbz8e.9.1 9], 
m (x)sem?(x), Mf 

(mV (x), míP( x =m mi (x) 

p dt 
cC CO BH V Rm ym (xy elh, 

CER G(x)-emi!P0x m? x 为 生成 多 项 式 的 箱 环 码 。 

Sd 5|36.9.1, 得 deg9 (x)—2m, i 

dinC-n —2m 

至 于 dj 之 5， 已 在 85.11 中 给 予 证 明 (参看 定理 6.9.2 的 又 一 种 
证 明 方 法 ) o Cur im 

FESEUIBS—AIAUBJS. 

设 ,表示 GFC9) ERJ nime dj, H. Ux (n, d)-— 
1 。 我 们 知道 ， 斑 与 剩余 类 代数 GE Ca )0x mod 67— 1) R 
HOE) bECOOOB)EEGSEE PC IN. 

rm. 的 模 # 阶 ， 即 如 是 满足 4” 1 mod nO 的 最 小 正 
BH, X ydRBaN GPEOQU) (BEN n ERR. 

E.S. T TR GE Ca) REBER n EMRA Ai E mg xe 
SHETH, WREE ERZ Mik 

gx) = [mx), mD x. TEM 5; 272 (xj (642) 
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Hpb. aih, H620, ózc1, REg) Uag 
6 一 i RANER 


q’ Pilas 2 Pare 


为 零点 。 国 此 ，e 是 一 个 得 字 当 县 仅 当 


e (a^) & e (a) m e (aiti = 9 (6-43) 
Tex]. Spb 1 时， 我 们 称 相 应 的 BCH 187935 EBCH3S, ?4 
一 一时， 我 们 称 它 们 为 本 原 BCH $3, Hj 当 # 之 9 一 1 时， 
我 们 称 守 和 们 为 非 本 原 BCH 码 。 
Hu npA, 35g E, BCH AERE, ZRBDGE H gE 
离 为 0. 的 码 包 合 设计 距离 为 名 885. KRR Os. 
—KEREHR, BCH 码 的 对 侦 码 不 再 基 BCH Ph 
AT BRATARA, RER RENAE E E 的 。BCH 
码 的 一 个 主要 特点 ， 就 在于 BO OWDEIB Y BRÉGGBEBED EM GE 
成 多 项 式 的 根 之 问 的 联系 , 雁 而 给 出 了 估计 码 的 最 小 距离 的 下 限 ， 
使 我 们 可 以 设计 具有 事先 给 罕 纠 钳 能 力 的 循环 码 。 
定理 6.9.2 (BCH B) 设计 距离 为 5 的 BCH 135 C fid 
Bd. 
证 明 ”由 式 (6-43) W, BCH $5 C 8 — X Er Su XB BE np 9j 29 
/] a? a?! rl `, 
] a gt% es qp 01 | 
] 


e 
ba L EPE. 
giz qui e gD OD 


H= | (6—44) 
| 


3 1 PILLE (2 05972) a gr o D be-t) 


MEWENA EE EHEH 8 — 154NgMZuüeiadar, A30 Se d EZ 
矩阵 的 任何 5 一 1 询 所 构成 的 行列 式 
oe" in O*3 1? 


Gi m MN (Is 10D 


i 一 


qi bti pa qu, 1 06972) 


EnS BABERE. BUS 
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| 1 1 ] | 
c a? ew gm | 
Da imt. »P Lua E a?" s-1 (B-45) 
=|， 让 站 = 
! (ej 15. ry T) n ME "i 2 $= l 
bx] qpAGEINQEGESS (Vandermonde) fr5] A 
E 1 e] 
Xi X. . p | 
Vx, Xas , XQ) X X Ut XR 
| Xy) xp! xri | 
为了 | Lt Kx, Ans 3 X4), ETE 
l I 1 
Xx Xe Xp X 


-å 2 „A 
V, re.a Nol X j= xi M +++ naj En 


(6—46) 


PRET (XQ, xay cn Xa. X) HUS X]. BAG 
Axio, sua c. X44 48, Südn, Sx =x, HB, LUE; gx 中 
FAAR cm» 48 9]. AMIT ARZEN F. UG 

Fx, Xa ct. Xp X2)0—40x-—x, 
(X —u.) e (X XL) (6-47) 
BIRABAR Guy Xa too Xaas X) PRTA. Prb 
AdA—Fx. X ce. X4) 
XX X Wd 
Vs Xay ct, Kay ISF Xis Nos rtt, XS) 
0X — XQ) te (X — XV! | 6-48) 
(XX (6 48) PEx AV MT EA aA 
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Kx, Xa, 0e. Xats Xal =V Xas Xas a XU) 
CARENE Ns 1) (6—49) 
IAE Cu. x). Mit 
V (xy, Xj. X.) V (X, 24) (4 31) (X4 X3) 
= (Xx) (X, X) (x 7 Ks) 
RIA (6-49, jii 


Fx, Ky y Xa) = B (x: —x1) (6-50) 
pj 
拒 这 一 结果 应 用 到 式 (6-45) 中 ， 有 
D =a atty?) TT (a*i — a^) 
ij 
注意 到 a 为 了 次 单位 原 根 ， 且 
0 xa ld; 1 
WEARER HHAH THE, PARDS0. KERH EPH 
性 何 6 一 17A EIE, BE E 2.a. BCH RCE EE 7 
BEda GE) 
作为 这 一 定理 的 直接 应 用 ， 我 们 考虑 二 元 双 纠 错 BCH 码 。 
它 的 生成 多 项 式 g(x)-—m(x)m?(x). Djxm?0(a)-m'" 
(a) =m? (at) = 0, Bm” la) = 0, Mri BCH BA 4 E 25 
零点 ， 0, 0, d, a^, Kid Ii, 5o LLPRHERT 合 。 
btt. Yep REA: 8d] BCH IDR H EE (6-44) H, d 
黑 将 每 个 阵 元 都 用 相应 的 GFC8) Eme E, HERE — 
mió-—1) 行 的 矩 隆 .但 是 这 盖 行 个 一 定 全 痢 线 性 包 SL. 因此 
该 BCH WRA konm ó 1). SEAE, 19 
定理 6.9.8 CAC) EBGA” EREITES A SUN 
BCH RB, NAE 
dimCzen—mí(ó-—1) 
Htm aW H8 ng. 
今后 我 们 主要 讨论 锋 义 BCH $5. 5 3A bo 0 $5 o A 


b 1B, seu Y BCH BB m HT. 

下 直 我 们 讨论 二 元 BCH f. 

m (x) 2m P x) 
[3 dt548 4125 uf BL iz — 764R X. BCH 码 的 设计 距离 6 为 奇数 。 这 
上 时， 设计 距离 为 5 一 2 REY PBONDS ô =2t + 10 BCH Bjk 
相同 的 ， 它 们 都 以 | 
g(x)e(mUP(x), m (x), -, m^ 7 ?(x)J 

为 生成 多 项 式 。 | 

(ERR, dogm (x)ezm(i-—1, 3, , 2t — 1), IK deg 
g(x)«mt, PIR BCH IRER D> n — mi, 

此 外 ，BCH $58)— SUR E AERE 


1 g gos. gU 


| oo s. $24 gon 


HB LIEGT O mE., HGHERBEUSIGRMZ 
ftryhal2cCJ a a, GU, a^, e, dipl, 0, OG, 局 于 不 
ER 2p ELE SS 

综 上 所 证 ， 我 们 有 

定理 8.9.4 ATEREA mA :£ x2" 一 1， 都 三 在 一 
^d f—2 —18B8' -g5!-—£4$48$ BCH C, 97H 

diré = m cmn 

这 一 定理 充分 显示 出 BCH BAREH. Wi BFR E 
E, BUDEBCH 得 的 有 效 的 译 码 方法 ， 使 BCH 码 在 实践 中 得 
到 广泛 应用。 

例 6.9.1 求 所 有 了 现 其 为 天 一 2 一 1 三 15 和 1 一 2 一 1 一 31 
的 二 元 狼 义 本 奈 BCH 码 。 

利用 § 5.9 中 所 求 出 的 GFC21) 和 GFO) 上 元 素 的 最 小 多 
HRE, dA: Bossi n =15 HL BCH ph (#68) 
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| ， 
WEN 生成 多 项 式 — qq soomamcw |o s o m IAA 
| TF Fg 
Ó gx) | (a EITA) k = ono—dezgixO d 
1 | 1 | — | 15 EE 
3 | ss x) | 1, 2, i, 8 | 11] | 3 
———] er mer c ———————— NE — e e —— ——--— — T —a 
5 miDGx)m 9 (x) |1—4,86,8, 日 ， 12] T 5 
— — T —————— —————— ————— ———— Il I-— ' te Be EE N .— mm 
miltxmU (x) | 
aaa S 1 — 
9, 11, 13 pr CO pp CES ppg CE) p UD | 
| 
ey xi9 4a] 1 —11 l | 15 


EHEN ER EORR | g | 点 实 最 
| p dE 
Ó gix) | komn-—cdegtg €x) d 
1 | 1 | 21 | 1 
Ta m na" 
5 | gr (Pg US | 2] | 5 
ri | pre l? pp COD p hE) | 185 | " 
9 11 | pi eg CR agp UD eg UD | 11 | JI 
e mu a a um a m MNA 
| - 
13à815 | epi EL? gg EEY e O0 p UD e CET] | s | 18 
| 
I7, 10, ce, 31 08 O7 n UD qn (O3 eu CO pa ld) e C18) | 1 | 21 
‘ic v | I 


Hisée-ammeo-odb 4 pAE. RETER EAR BCH 到 有 
可 能 重合 。 例 如 ， 出 表 5-7 npn, mC) =m), BL re 
IRERE ó 一 9 各 5 一 11 的 两 个 码 长 % —3115— z5 BCH 15 7 ji 
HJ. "lm 
gix)sin ÉP x RN om'?x) 


为 生成 多 项 式 。 
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inm BC MH id C BE. er T4 [3 * 有 旦 它们 的 设计 距离 分 Ap 为 
Qi» E Oi, Dh LER 


å = max oo 
ILE. 


WEE BCH 码 的 波斯 (Bose) EB., H BCH 中 可 4d. BCH £j 
的 真实 最 小 距离 人 站 小 于 它 的 波斯 距 讽 ，。 
在 表 6~-8、 表 6-9 中 ， 答 好 有 d —0 ORES). Td BT 
告诉 我 们 ，BCH 限 关 不 是 紧 致 的 ， 即 有 可 能 dd >de 
$je.9.2 根据 例 6.6.3 的 结果 ， 我 们 有 
x** 十 1 —í(x 十 1 mx mx) 
其 中 
mD x)= a a EX ExXExT-1 
m(x) =E a x EX px EXER 
t 
D(x emt? x) 
可 见 设计 距离 为 6 二 3 和 #5§ = 5 的 两 个 码 长 为 n= 二 23 的 二 元 狂 
Y BCH 码 重 合 ， 它 们 的 生成 多 项 式 背 为 
g(x) 一作 六 区 
它们 的 一 和 致 校 验 算 阵 为 
FH—(1, «m, a^, -—. 0) 
其 中 每 个 阵 元 都 对 应 一 个 2 元 工 重 。 该 码 的 维 数 一 23 一 deg 
g(X)-12, 
三 长 如 =23 的 二 元 BCII £5 4,356-10, 


m 3 | FEE e 


.— k —o— = 


-] 
a2 
u 


E 
h=f -deg 8 (x), DI 
l ] 一 ad | 1 
一 一 一 _ ~- —.. . l — eooo er 
i A 1—1,8,8,8, 
E mex) 12, 13, 18, 1R 12 7 


23 || m D Oc ym 9 (x) | L-a 


P a em a lE 
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SE 1B PAERD, Emp n =23 m 253€ W 3b 4 a BCH 
mim (x23, 12, 7) AXE, PRECHE © i /D 
EA (Cd 一 7) 大 于 它 的 波斯 卫 离 (855), 

一 般 而 言 ， 求 BCH RAS) HAREE ES d AETERNE 3. 2X dtd 
在 特定 的 情况 下 ， 我 们 有 可 能 解决 这 一 同 湖 。 

定理 8.3.5 (GRIF (Peterson) jiz n —a35, MER ar 
HEA A a H A BCH B CREMER d Ca, 

证 明 iani EWI, M 

a*t l, IH ica (6-31) 
F 

x 
Bta, a, e, GURE L L KE, G A (6-51) $T 
lH. Buk Exo 1 PRR atya 


1 Hat ext (6-52) 
HFA FEA (6-52) JECOB — p XE Ead pte. BpODA 
d = iU, GEB 


例如 ， 在 码 长 为 # =15 t BCH WH, 4 g= 39E58j, 
d=3 R 5, MUDI306-8H[oK. 

Xil, *P-T5-25385—55 BECH $5. 234383, 7, 9, 21 
E. x PHd3, 7T, 9, 2L 

上 二 定理 对 非 本 原 二 元 BCH WK Mo 

因此 剂 于 生长 站 三 21 的 非 本 属于 oU BCH h, 07087 3937 
时 ， 分 别 有 d 一 3 或 ?7。 

Bn RAE BCH imig E, 

尽管 BCH 158) 2E 55 [5] 28 C. 26 BE E ALE 8 E R A D S, fH 
ixOARY BRUCBPR€STAEUISLTHÓMPOR. RAR REMA TF 
BCH 和 码 的 译 码 思想 。 至 于 详细 的 详 公 过 程 ， 访 者 可 参看 书 末 庙 
列 的 有 关 人 参考 文献 。 

Aj ie du, RITAR = 1, 35-21-31. Fie +E 
Hj Ox) BCH WBC aH up KAE t Tiia mia 
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n-[l 
C= Cas Cis cU. Cp) 06 (X ) En eux eux 


AAR, dH 
r= Cros faoc. CQ) rr 
Ayers $i. jt 
e—E,, E, os Es) = e (x)= Egt Este tE a" 
JARRU. FE 
rix)—c(x)-teix) 
且 亿 的 一 致 校 验 害 隆 由 


1 a a* -. g™ 
i 4 ai~]; 
1 (e rr we I 
H = 


给 出 。 
译 码 的 第 一 步 ， 就 是 根据 右 和 矩阵 计算 任 陋 式 
S= [S]; Sas c. Sae) — rg. fa. Us radii 
其 中 S HP: 
y-1 


s,—ría )2 e (a + e (a) 5 e (a) — » Ea” 
$£-0 


k=], AQ. ta 2 t 


WR eTR C10«es)), WAF e 个 错误 的 
E, ONSE. PRHE. ARRE 1g Oin n) 
nPfERBSG Ra ME e 的 从 左 往 ERBIA OSSI 
e) 非 零 分 量 是 E, WE X =a 为 这 个 庶 误 五 , NETS. wg 
Y= E; AAA EIE GL, AXE GF”), mY;ccr(a), 
于 是 我 们 可 以 将 S 写成 


E 
sh = 2j Y, X$ (6-53) 
iTi 
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E 
gcCz)-— i (1 Az) (6-54) 
| 


显然 0 (2 ) DATIEBME XS. Xp. o. XI ARERR. 
MPERA oC) MÆR, [Eu xL iü "d EX X, nn 
A. We, Rolz) 为 错误 定位 和 多项式， 经 验 生 证 我 们 ， 处 理 
ni^ HE (BOr (GI hAIRE HERA RBPHB 
B7 Up TZSEBS A WIN: 0971 f. 

H F sS r (a s—g&kzeiBHMgES SY. MERTI DI 
BEJE SL EREL (CRESTEI TI sei mI E SM ERA! 


. ~ ^ - 
sz) Y A. (6-55) 
R=] 
IRIEN (6-53)， 我 们 有 
Ca er e 
s(z)= M m= M AA YIXI 
k= i r= | 1 = 1 
-5j S (Y gen Wo Y,A,2 
d Zu Sa^ n = Fi IL 
J = 1 h = ] = ] 
A 
gQrizz)j-—s(z)o0tz) (6-56) 


uu 
er 
, | V : A DI r 
oz)= 2 | {1-2) 


j=] MEM 
= » VXellir-Xa) (6-57) 
j = 了 m ] 7 


dior) ERR e pyi Aa 
i 
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HX (5-565 X (6-575. H^ Geh c hme mE. SB 
注 革 到 式 (6-586) dizat, z7, edu dk ug, m8 
Fasen t O jS, o eR Ou, m 


SEM") 十 SETETE Te T OOV, 一 i (6-58) 


Dotor HT, Sapp F nt ROS m 

我 们 可 入 将 式 (6-580) #1- Aea k A E à Ug, OC, tr OS 
和 已 AED S. $5. cc. Sa WJA TE HI. UE OU] DL. DRA E f 8d 
(6-58) Ba B IRE Oas Oa c. Ce WE GE Ho C2 HE o (2), 
I mu pode X. — ) PE z =A, Ra RHE 鲁 
ties LL RATAS P AEAN Aae APR S 
ARRIE IT p IAE e BE. TENEN MA N eL yeT X 
个 问题 。 

定理 6.9.6 WE E EBA PARTUR 区 小 台数 :存在 一 个 
RASSE HZMO), ii 0(0)—1, JAER) 
s(z»m, ae, xf e, EUR] RAHA, TE, bse, 
vc(2)—oí(z), 

EA  aHcpPeCr)xPA ddtoo00-1. HYESETdHo (2) 
eCe) mn zt, z, e, zU ARRAN, Blgteéxle, 

E 


并 在 乘 和 G(z)s(z)rn, AE 2 zt o. p 559 38 280183 2 
de, 则 得 
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e 
= Y, ADY X= 0, 
了 三 l 
(k =8 +l, 82, =, 21) 
HERR EU (XF; (j—1, 23, 5, e) HEH T, 
HAIC =i, 2, 0, e; =- J], ê+ 2, e, 210A 
AERJ t 一 AHR REN, a — 7: ELEK RAPES 
x y 0m 


P a M ^ 
十 二 时 TE) 
XT XV ce XT 
Li L| " 


APOXT e. X? | 

ERA 2 一行 和 e 列 。 注 意 我 们 有 

21 —e221—eze 
DIZALE H e TAW e 列 构 成 范 德 荣 德 行列 式 . 它 显 然 不 为 零 ， 
KLEILBXCTIMRBEPUM e. RPE TERMA, bina) 

9(X1)Y,—2 0, 6CX;5Y.— 0, 
由 于 了 Y o, FETAR, gut 

cu S0, 8(X,0—0, |, 6(X;3)-90, 

这 表明 a(z BUX, XN, e, AAH, WEE 


o(z)—o(z2), ê= 


BE. TA IY ,= Ü a 


Cur 8» 

这 一 定理 把 求 c! > ) 的 问题 归结 为 求 5(2 )。 从 译 码 的 fü 
EXT, KESH-i. EHU (Berle kamp) 给 由 了 求 
o(z) HIERA. Mit BCH BEERE £T ES. 
XcPxX—ÓBiEmUEiE, MuE (Massey) 给 出 。 

96.9.3. eW atati = 0 ENGS 中 的 本 
原 域 元 索 。 假 定 我 们 采用 的 是 得 长 为 站 一 15、 设 计 距 离 为 一 5 
的 狭义 BCH 8 ndum 5i 


r= 


MERAH ERDHA E RA RI Et. 
BL ERUKE. 1:1 = 二 2。 党 利用 关系 式 
Sk e> 
EN Fia Sps a Ki Sao TE HT HP € 5- , RU 3:1 
5,77 Q, =at, s? -0, s,7- d 
Ji mdi (6-58) Æi 
O q84 FO, Sa-t Fasi 一 一 4 | 
Fs O Eg T Us, 一 0 
E ERREA, MA 
CC 十 Co 一 人 | 


at- atr, == 0 


解 得 


G= m, g,-uü* 
Jj Bn 
c(2)-1-4azc-c (6-59) 


将 式 (6-59) 写成 
G(£)m(1—X,)(1-—X,.z2 
的 形状 ， 有 | 
c(2)—(1-a'2)(1—a'2) 
ELSE UAE 
X =a, Asa 
FÆRI r (x) 译 为 
C (x)-1-rx^-Ex!M x92 xq x? a a 
WITS; PETEM EY PCH 码 的 生成 多 项 式 为 
g(x)—mUL(x mw = x 1 
十 区 十 了] 二 x 十 x 十 二 十 1 
Bist b RDZA 
Cx) 9x) ox x) 
UL ve BOHLUS ANS 
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BCH 码 的 主要 参数 

fgg ica =g" 1 PRIRA BCH 码 ) 

HICA b (b = 1n NIE BCH D) 

iip ð 

HEE A = fn — degg (x) 

BCH2365 EAA 

(1) GFC) PERKA Hip m i BCH SLE WE 
SDN 1); gapi N d MT 

2) WRA n HEINER ð =2: 十 1 的 二 元 BCH 码 之 

Ea k > n-m, MESdló: 

(3) HC12, (2) W, DCH 和 砂 的 信息 率 较 高 ! 

(4) ~ER W. BCH BN AREROUP A d IER, ARE 
RRIF P. A H BEREUL— a] ER, 

CE) 存在 有 效 的 译 个 方法 。 


第 七 章 ”重量 分 布 与 设计 


$7.1 Zw B EHE OMacwilliams? 方程 

Ea JLP, JEU £t KEREKES B i 题 。 
A k, ABRE a e—a RE EAR. 4E— A 
HHpXULL. KERESERE AA AA à 
i75 (420, 20) WRR ESE. ETERA, WM Ae BU 
于 理论 上 的 成 果 和 其 它 方面 HART RE REST EER E, 
E F ETE bdüscbn v AEA TEIE ARH Tit W IE 
m PBRS, AAA — MEE TERNE 2019 
aE 8 22: B ZA, 

^ fon. AUDIBIIBZ SCBÁABABIXB) xS 6.7.5 以 另外 
一 种 形式 写 在 这 里 。 为 下 我们 先天 入 下 述 定 闵 。 

E 1.1.1 MA (n, k) ISCH REUS iT. E 
AM) REER FFERR i, M i gg S DEA CA XU 
[dE ET, MECHAN RD, 

这 样 一 来 ， 定 理 6.7 .5 司 以 写成 【并 加 入 适当 扩充 ) M F É 
As HIERAU. 

定理 7.1.] BCH (n, k) FAREL Wido Xx RCM 
END., (Ou ROTOBL ESRB] TE Bip. MUT 


i + I 


{ 1 ) a -一 i A4, 十 一 一 Q^ 


uBiéCiÓlN-—THT£8.Hmn 589185 EXE XT | sg e En RAT, 
命 o XdoWBRR LB, SUIDA 


另 一 方面 ， 设 C 中 所 有 色 字 的 重量 都 足 个 数 ， 则 有 有 
(3) ay o Ly 


d 
(4) or P" 


mirus BUR TMBDREEHS ERES, MANEJ 
j (Ea Ee. S KRE. RILE JE HL AAT ACCORD] X 7T X 
2b. {El 了 一 EOR n CHER Loc ke BOH $5561 B3 fe 
GIERE | 当面 征 何 二 元 BC B RhA EZ. 
在 例 2.7.2 中 ， 我 们 已 经 束 出 二 元 扩 避 C8， ，42QR 85 
的 重量 分 布 为 
l A=A= 1, 4A,=14 
它 的 删除 码 ， 妈 《7 了 ，4，3)cx 友 的 重量 分 布 为 
yO 二 0 一 1， d4,:-dü,— 7 
挛 首 容 如 出 此 验证 定理 7 .1.1 的 正确 性 , 
关于 重 芝 分布 的 一 个 是 要 缚 果 是 所 谓 麦 克 威 脱 姆 斯 方 洼 CUN 
WERTE). CKB Cg rdg id eYComuUe d ux 
REUK, CHEARR, ILL C HIER nt 2335 2I EA 4 23 
ERE. deflfzftHIEATEBILXEARCIME GRATA. ZESA EAS 
EHAS, CTORHÓPSRRUJS— AEE, 
8387.1.1 EV AGF) 上 的 向 量 gg HUAWEI 
HFN, TA. 
gdimcunmy us isi 
证 天 根据 定理 2.3.4， 我 们 有 
n =dim (U:(1V1)--dim(UL (Y 24 
—dim(U* [1E i) + dimt U HW) 


diu 
dimtgLn wl) 


(7-1) 


LA 
dimU dim (Ct 1W) 
-dim!/-r n --dimt/ ci?) (7-2) 


根据 维 儿 公式 〈 定 理 2.1.7)， 我 们 有 
dimU t dim —dimCU IF) r-dimCU f YF) 
Bie 
dim U HY +dim 
=dimU +dim F —dim(U +W) +dimM + 
— dimU + n —dimCU 4 IF) (7-3) 
比较 式 (07-2) 与 式 (7-3), 得 
dim — dim (YHP 4) 
—dim(Uf11»-rdimW- (7 —4) 
UTA 0-4) 与 式 (7-1) 88145, MERE, 《证 毕 》 
定理 7.1.2 (ZRE) 设 C 为 GF(8) EBI Cn, k)i 
fü CAO 表示 己 的 重 基 分 布 ， UL Em C AABE. 


ME o g "LEE 
(d 4.47 M Ca»yv? B, (7-5) 
p j=0 \ 


了 = 0 n— v 


二 


?nj "P J 
X, | ja 2j | (7-6) 
(ud — VM, r Ü y 


了 = 站 jJ = 
其 中 ?= 二 0， 1, R, Yaq] 
和 证明 RIJE (7-6). xk (7-50 WIERE ARE, 
dS sGEewS-—TT3, HiS|l—v. BEERTA 为 
vyHNEBNERTGES E, CÓOEDCBEHSCEGIMAD 


"^ "—1 ü—25 y 
的 a Je 


RUA n EREATARA, HE Ut iR EEA EDS S 
Ar Ti SS. FÆ dimU =n — vr, bb, Uta 
AVETZ Bp U-BBphtxESu5BAPktt4XS, 3tB 
dimt += v, £t EErxs, E5.. bp I — C, AMG 


fT H — j | 
Y ERES ` Qim nc 
j=% H Y, mU =n- y 


g^ | gii m CoL 0c 
Pa dimt£/L- v 

-qU D C+ 中 所 有 在 S 以 外 的 坐标 上 为 零 的 玛 字 
S | Su = v 


数目 


《证 毕 》 
虐 述 定理 中 的 式 (7-5) MA (7-60 BEEOUIXEÀ E. GE 
EK SEL. 
TEREKE RHEA. SEREH, MERHAR 
式 表示 码 C 的 重量 分 布 往往 是 很 方便 的 。 我 们 称 下 述 齐 次 多 项 式 
Fels, Y= /Ax T Ax yt Ax V Fer" (7-1) 
注入 已 的 重量 计数 器 。 对 于 二 元 (n. RO IC, 1C)=2"。 于 
A, PRERE A 


Blax, 9ye Ly, s=) (7-8) 
或 
t 1 H 
pri _ -~ Hz — f mo 
pu Bey eTa 2s dr e yn y) (7-9) 


我 们 分 别 昨 447 和 (53 表示 码 C 和 (的 重量 分 布 。 
般 过 直接 验证 ， 即 可 证 明 老 氏 等 起 与 式 (7-8) RA (7-9) 
er, Gin, zi v — 0j, BA (7-6) 可 得 


n 
2 2.4 


=ð 


B,= 


n 


^ o1 
&ülanE, BOE (7-9) 左边 xX 项 的 系数 ， 而 cr 2 o4 RE 
1*0 
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式 (7-9) AUA Wb X. BM E (7-9) 关于 x 项 的 系数 是 
正确 的 。 如 此 继续 下 去 ， 可 以 证 明 式 (7-9) 关于 x 项 (i 0, 
l, c, 8) URAZEM 
例 7.1.1 设 (2, 1) BCA 
100, 11)? 
MEE I 
Cl= {00, 11) =C 
SC) BXMBS, RE 
o x* yt 
由 式 (7-8) 可 得 
We x tI, x—y)ecl-(x Y) bx ~ 


=x t y = Y) 
AA CA BB, MAER 5 RWA x, Y)-Weox, X) 
REEL, 
例 7.1.2 ECHI (7, 4, 3) ij, 
AFA i, A=A,=7 

fux. CIARCIHBORREUCIGS, DW 
B=1, 8,=7 

于 是 己 和 C+ 的 重重 计数 柠 分 别 为 

Wem t ?7X yy 

Weal =x + 7 wy 

根据 式 (7-8) . 8 


=O TYX)UERTOXRYx—Y)y-TX 


十 了 让 《一 攻关 十 (一 了 


1 G o W ser) 
a— 201921 x' 4 X wv NOM n AM 
e 2 Y 6 | 


3 10 
414 — V x | 


Cy Tsy 4 Tx 
—2]x*y*--21x* v* — 7 xy] 

-ex-u-7xy-iWWgux, Y) 
这 一 第 诊 与 己 知 结果 相符 。 

鉴于 起 C-89) AA (7-9) HERRAS. RINLE TE 
ERFA o 

最 后 我 们 作 一 个 注 记 ， 麦 氏 等 式 (07-8) 关于 C 和 (是 对 称 
的 ， 亦 即 有 

l 


Wk, Vym ilI, =I) (7-10) 
HRE, € 
本 
ESI 
s= l (uto) olet v) 
代入 式 (7-9), 得 
H 
X X, Biu p v)*'(u — p )' 
i-—0 
1 T 
一 本 天 本 
| j 
id "m 
EKDPAClI-2', |C-| 2277, BEI 
|C p 0492" 


因此 式 (7-10) 成 立 。 


$7.2. RREA U 2; BARSI 


it—W. 3x Mies i E E ao mi vy. I ARE DUI 
4r. ARL AER, AA CEER E nR e ZN, f 


T 
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EHRE Cn, k) E "LAM de. EAT 
确定 了 的 。 

在 $2.5 中 ， 我 们 已 经 知道 ， 关 于 GF(C9g) 上 的 Cn, Rd) 
Rb CBJ3E TA B as E 

q sr 一 六 十 1 

Md-0—5Rk-r-1H, CHMP ENARTAR] m. 3X 
时 ， 称 各 为 最 大 距离 可 分 码 ， 或 简称 为 MDS B., ACT RA 
六 ， 在 讲 了 推论 7.2.2.1 之 后 自明 。 

以 下 ， 我 们 设 CFC9) 上 的 (n, k, d) WCRE RER 
为 宫 ， 一 致 校 验 窗 阵 为 条 。 

定理 7.2.1 CH MDS 码 当 且 仅 当 太 中 任意 一 到 vA E 


证 明 出 推论 2.5.4.1 可 知 , 对 于 码 避 而 言 , d-n—k-1, 
当 目 仪 当 末 中 任意 d 一 1 =n 一 上 列 都 线性 无 关 。 Cu) 


定理 7.2.2 CA MDS S HCA MDS ih. 

证 明 hFCi= C, ROR TRIEDE, HAHA C d AE 
MERBPE. dpgXET.2.10T5p, HA HIER n hae A E, w 
FUB SET EZ SETE f 一 户 个 坐标 位 上 为 零 ,。 AECH REA 
二 1=n 一 (nn 一 ) 十 1。 于 是 Ci 为 (n, n—h, k+1) 
MDS 15, GEO) 

推论 7.2.2.1 下 述 3 个 个 题 是 彼此 等 价 的 ， 

(12) C MDS fi 

(25) GG 中 任意 FESSES CHIENS Ep ER A paR nf Ui 
BF PETS D: 

(3) HPR n 一句 列 都 线性 独立 。 

证 明 ”出 定理 7.2.1 和 定理 7 .2.2 其 得。 

由 推论 7.2.2.1 可 知 ，MDS 友 的 玛 衬 可 以 分 汶 信 息 位 和 校 验 
位 。 这 就 证 可 分 码 这 一 名称 的 由 来 。 

定理 7.2.3 (n, k, d) BCH MDS Rj?4 B. dX? C 3E (E 
Et d 个 坐标 上 都 有 一 个 重量 为 避 的 码 字 。 


35i? 


uud UU CIMDSI,., XP GE—DARAEeBN T 4S, 
时 SS 二 td 二 8 一 上 十 1。 由 惟 论 7 .2.2.1， 我 们 可 以 到 5S 中 的 一 
个 举 奈 和 位 各 并 念 不 说 于 SS 的 一 1 个 坐标 全 为 信息 位 ， 僵 S 店 洗 
定 的 那个 坐标 汐 1! ， 其 余 一 1 个 华 标 为 6， 就 得 到 一 个 恒 主 为 
d =n — k -+ 1R, WBA PREIE H, EER E a EE GL. 
| CERY 
SRiBT.2.8.1 ECHOFCa) EBJ (n, k, dOMDS i, 
kp CoBU uA d = "— k -+1 BBTK RA 


TET J-a- | (7-11) 
| d. hk —1 


SEG WIAT. SEDYE, RAIA Atr S IRER b WR 
IGE) PETERA ERR. MHA g 一 工种 不 同 的 取 法 。 


Fi 
UMS tee sd [ n. KERERE, 
d 


《证 毕 ， 
关于 MDS 稍 妆 惠 十 分布， 我们 有 下 而 的 更 要 完 理 。 
EIET.2.4 WC A GP(ie) 上 的 (n, k, d—n-—k- 

1)MDS E, CASS CITRELAE IR. Ti 


5 H T 
«| ) > y (— ^ Jan 1) (7-12) 
H a = 0 h 
HEBH 由 者 氏 等 式 (7-60, BPE 
" 3 — f ^ "n [no -7 M 
| Jant MI E (7-13) 
T ]! 


fo Po o; oa s on 


WA (7-13) 可 以 以 号 为 
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n/n »” fn] 
EE gt > B, (7-1 4) 
| < 


y i — v 
gE fn, k, no hc 120MDS SC, 我 们 有 
A= 0, YISI Kn k (7-15) 
交往 入， 根据 定理 7 .3.2， 我 们 知道 Ct 是 (n, n— k, kt 1) 
MDS tp. wit 
Bo-0. *S—9)is«j«k (7-15) 
将 式 (7-158) RAS O71, WA (7-71 的 左边 为 


í n+ 条 一 了 
| | Ag, `, l E (7-17) 
y = 和 一 下 二 了 


n— j 
ea £7-17) "D, or > kli, «| - 0. BE 
好 
7 一 0，1，2，…E 一 1 (71-18) 


ga (7-10) RAR C-10, MÈ (7-14) 的 右边 为 


T " v n 一 了 
qr | D, > | je] 
izo js Ren 


FREA 0-18. kta (7-190 为 


" 1 
qi MN (7-20) 
P. 


结合 式 (7-17) nx (7-20), hA B,— 1， 我 们 有 
H- Y n — j ED 
$2n-h21 » y 


ER G-2D H, &v-—k—1, 4 


"OON 
PE -| KW g — 1 ) (7—22) 


, 
XR CC Lj 


在 式 (7-21) D. umTY—h—-2, 有 
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hk—1 | n 
| A (9 一 1) 
r-a We 
将 式 (7-22) RALI, 5 


no 
xd 上 ko 23(9—1)2 


k— 2 
(7-23j 
341 LAXE IER 
/ d r-i ， n—b--r3y 
ertt] | 2| (— 1) | EC 1) 
—rjihz-9b j 
(7—24) 


Aj=n— ktr, WA 
R—rz-n-—j 
r—1-j-(n—kdc1)-ij-—d 
r—fh-—j—d^i—h 
将 上 述 结 果 代 入 式 《7-24)， 即 得 


nijd j | 
a| j » C of je 1) 
J/h-20Q h 


EELA (7-12). CIEE) 
例 7.2.1 已 知 存 在 GF(8) 上 的 (8, 43 520MDS AC, 
则 由 式 (7-12) un 


8 8 
AS je- o-l x 7 一 392 
5 3 
8 b | 
A= e- o-| Js-n 
.6 1 J 


à 
zi joa- -—28x21- 588 
à 


= 5 x217 =1736 


a Bà 8 
| Je »-| je- «| Jar- 1) 
8 1 2 


8 
zl js — 1) = 4095— 4088 -- 1761— 892: 1379 
3 $ 


2| A; =q" = 8* = 4086 
iTo 


E PRT.2.444 TREER fiie. 
推论 7.2.4.1 设 C 为 GF(g) 上 的 (n, k, *—k4 17 


MDS ih, TÆ 
(15 #RkR>2, Wan- k+l (7-25) 
(2) d hsn—2, Wah 1 (7-26) 


证 明 (1) 由 式 (7-23, AD 


n 
Assn Je - 01)—(n—h--22(8 — 122 
h—2. 


ti 
R—2 
BUPUA umm, HOS RIEIM, GS 
q—n-—-k—iz 
EX 
9 之 ?一 有 十 1 
(25 FECHA, XR OCIO 中 的 让 换 成 4 一 下颌 本 
nC 有 4 十 1。 
CIEE) 
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特别 ， 当 8 一 2 时 ， 式 (7-25) 与 式 (7-26) 分 别 为 


TRIAL, Wds2 

(d dz3, MESI 

由 还 可见， 二 元 MPS 禄 只 有 网 类 ， 即 有 一 工时 的 二 元 重复 
gU d = 2 RR ERE Ca EHE AREA — Sri NET. 

M qL2B5p, EFRR MDSTEAE EXER). Er om n 5 de Hi 
经 一 所 罗 门 (Reed— Solomon) Wi, WEAN RS E. 

定义 7T.2.1 13:92, RIEG) EBk An =q- 
1 的 BCH 852g RS 码 。 

设 & 为 Gtr(t 9 ) 中 的 本 原 域 元 案 。 出 于 


x“ i= [l| -eA 
EGF) 
ET 
fo tdg hEN m {x= a a Wb. 码 长 为 f= 二 49 一 
+ HETTE AN 6 的 RSQSE) ELMO 
g(x)o(x-a^(x-a")e.(x—a"v*) — (7-27) 
dmg, E51, 
fHg&BCHe539B4AeDR. SUDTOEGEOHIRS 和 码 C 的 维 数 有 有 和 
BRRMIBGESd. WRS 
dimC = k = 5 —degg (x )— t — óc 1 (7-28) 
ó-—n—k-cl 
Erx£fEG.9.20BCH FR) 可 Ai, 
dzs6—H-—5hk-Fl1 
ERHEGE2.8.7 C RHEW) 18 
d-àóà-—n"-Rh-cl (7-29 
由 此 可 区 RS 机 是 MDS 码 。 因 此 我 们 前 面 讲 过 的 有 关 MDS Ri 
结论 (特别 是 定理 ?7 .2.4) ARSE ADAE Hl. 
RS 码 蚌 一 类 和 圣 然 的 BDHES CARRA RE Ja X.5—. 
当 所 求 码 长 小 于 十 的 大 小 时 ， 有 RS 机 项 为 适用 .因为 作为 MDS 


817 
TEAR JER: 9, RS EmU EHI CESAR, [4 
WR Eg; SEI. RS MP OA TERE G 或 ， 还 可 以 纠正 突 
A TH VA. 

17.2.2 X HB&gdia?-L ear 1-—0sg VET R EGF 4)= 
(0, 1, «a, œa By, FE, GECAD 上 和 碍 长 为 一 3 Wi 
HAA A-—27 (3, 2, 2)0RSTBS CI A jd KAH 

gíx)—x-—a 
"E HJ 4 IE LB EE 73 
a 1 0 


C= 
vü g 1 | 


Hie RJ ESRB Caes m16T 85 E 
000 alið foo ifp 
021 cp 8201 111 
05e aaa Ala l0a« 
015 aof SPB le 
Cl m4 4d 


&& C —-4- 4E sk uv 


Gr=(a B 1) 
Di cC HO 4c. 4 个 码 字 为 


"EM e 


0 
1 


=m ii A 0 


a p 
png. CE (3, 1, 30MDS E., Db, Cibe GF 
(4) 上 的 RS 但 ， 其 生成 多 项 式 为 
gli x)-—(x-Fa yix -Fa)ye(x--15)0xd4d a) 
—RERU. qe GTHPDLUEUS. RSIR XIS ME E RSS. iX—dE 
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大 十 一 般 阅 BCIT mar EA 693, 


DENEA 站 这 个 倒 通 ， ^ RDH ERT. 2.4, FL 以 计算 出 
A= 1, AS Ù 


33 
a= Ja- 1)=9 
2 


^ 


1 3 3 à 
A,= je- 4 Ja eai 0-8 
X 1 


显然 有 
4 十 4 和 十 有 十 二 一 16 一 并 
炎 似 节 ， 我 们 翅 可 以 通过 定理 7.2.4i 计 算出 C 的 重量 分 布 为 
Ba= 1, B=B,=0 
B,—3 
最 后 我 们 对 RS 码 作 一 小 结 。 


RS ao zt 
基本 参数 
码 长 : 并 一 9 一 1 
EHER.: 8 


HER: k=n— ô+] 

最 小 距离 : d= 二 5 一 nn 一 上 十 

主要 性 质 

(1) 设 2 为 GF(4g)》 中 和 的 本 原 域 元 案 。RS 码 是 循环 码 ， 其 
生成 多 项 式 为 

g (x)—(x =a) (Ka) — os) 

通常 ， 取 局 = 1。 

(2) RS fUJÉBCHSS, 

(3) RS 碍 是 MDS 码 。 

(4) RS 得 的 重 旦 分布 是 完全 确定 的 。 

(5) RS 码 可 以 纠正 突 发 错误 。 
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(6) RS 码 可 用 于 构造 其 它 码 类 ， 例 如 级 连 码 。 


$7.3. AI Pless) Fee 


A TWielsx Ec d REIRES, Ri aE 
22d. 

定 尽 7.3.1 设 r 字 了 之 0， 料 ?个 不 同 的 物体 放 8I v TOR 
同 的 贪 子 中 ， 且 无 一 空 盒 的 方法 总 数 称 作 第 二 类 斯 特 林 (Stirjing 
B, BESC, v), 

P, Ha., b. ec —TESMEGES BPTGHIIBESDTTCP. LA 
foYr e $XBUSIEGASN SZI, dpET-ABDm. 


A 7-1 
| AE | Ak | AX AS 
Tei -一 -一 | | . | 
fx | a | b | c 
42 | bc | ac | ab 


BNSCS, 2)=3, 
关于 第 二 .类 斯 特 林 数 ， 有 许多 性 质 与 公式 。 我 们 不 加 证 明 地 
给 出 其 中 一 部分 。 
定理 7.3.1 对 于 第 二 类 斯 特 林 数 SCr，7Y)， 我 们 有 
(1) S(0, 0)=1 
SC(r, 0)=0, XlI—Ur0 
Sir, 1)-—5S$SCr, +r)=1 
S(r, 2)=2"— 1 


Sr, r= o4) 


P 1 v nl N 
(2) Slr, »)o——- $3 Gay p (7-30) 
l To | VE / 


F 


ó2D0 


(3) GESAR dErlBvlIi1. M 
人 《了 十 于 vjer»5(r, PIAST, y- 1) (7-31) 


P 


fi 
(4) On — jy = Y "Hd jse; ») (7-32) 


ERRARE A AOSPSU AXE IS: 斯 特 林 数 
gn E 7-2). 


A 7-2 
B 
1 2 3 4 5 6 7 
f 

! | 1 
2 1 } 
à 1 3 ] 
i 1 7 6 1 
5 1 15 25 10 1 
8 | 1 31 90 65 i5 
7 | ] 63 $01 350 140 21 1 


menia rp 一 Cu CI acid .EP rE Te T PP 


ME, RPE APTI E rI a 
定理 7 .3.2 C EUBESXI 
NEC GCF(a) 上 的 (n, B)E Hv o t.i Ao da (9 
DARC SC mx». TE TIEA BUG. 
> j 4; 
LM 


ul X3 [7 77 
= Pj (— 1 YA; ` PISF, yq WU i j 039 


7 = 0 PP 三 站 H 一 v 
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由 于 — 60, 1, 2,*.， 故 由 元 (7-33) 或 式 (7—34) 可 


E 


MEERSIIR mRRNSE| )-o. ime, 
Wi rlanh È (7-339) MA (7-3) PRED. Miren 
时 ， 显 然 式 (7-33) MA (7-34) 右边 的 91 可 代 之 以 P) 。 当 
1215 了 一 站 
q = vl, v1, 
证 明 ”我 们 证 明 , ERAR (7-5) TEESI YN mA 
等 式 (7-34). ZE, HÈ (7-5) WUEREN (7-33), 
(pam (7-32) 可 得 


2: (n = j) A= 2 | ` Zi MALE Dr 


J= Į j-0 p= 0 


= y »1Sír, »Y D. 
Yl V 


J| = 用 


r " H— f 
E 一 YIS (Y, v} ~i e IL 
m jn 


p= H-- 


f T nj 
= 2B 2| PIST, »el | 


=0 v»-9 (n V 
MIRR 15 n] UI di UIII A S GL SHARES, 
CER 


4 dr 3e Eg CERTE RE EE Sap S, 
下 面 我 们 计算 当 &8 —2H. x (7-33) 中 的 前 儿 个 方程 。 
Mp roc 0 时， 有 


f "n 
“i 4-g[ ors, De jj- (7-35) 
j= ù n; 


EE r-—]ii, Ay 


n t 
$ jA ‚=B ee or Jsa, 1)2% 
1 =0 (H 
o” n — ] 
LIEN) 
im n— i 
= gt lg t R (7-36) 
Mr-—2lj. dp 
É 7 
2i FA-B[ 015C, Da | 
j=0 " 
"n 7" 
二 14119372， oz j= sse ox ( ) 
"-—] 8 — 2? 
n— Í 
-a(s or Jesisc, 2)2** 
"u—1 
n—] "n — 29 
| Jem eise. ba ) 
n- 2 "m— 2 
—2'"n( nr 15— 212*"aB,- 2 12^? B, (7-37) 


类 似 地 ， 当 ”一 23 时， 有 有 


了 * 4, 22 (n) 3 n*) —2**(3 wh 3n — 2), 


+ 3 12° mB, — 34 2*3 B, (7-38) 
M r-—aABI, Ug 


t 
S) P4; —2**( 6 n ant—2n) 


= 站 
— 23n" + 3s*—0n -F7)B,2'*(8 $?--3n — 4)B, 
— d! 2! *nB, * o4] 2-* B, (7-39) 


feu EX, (DE S3 C 183 IE Eei pa^ E SIC 
BUWNTTPIR GRAB, Eiig tik jra 的 一 个 能 u 32 4 X (E fur ^ 0$] E hi ur 
die Mih -AEK TARE O Miane tinn GEAR 分 f 
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S riri Bj (TE A A fe, ORO RE — EUER REo 8. AARRE 
2g 51 dtd P AEBRIORN. GAP ABE 
AQ dV 1 

YERERE EEŞ iT., BEYI FEGA RA 
EHE ORC. 

定理 7.3.3 VEL AMD, B. c. p Brai HILA s AA 
末 知 数 。 于 是 式 (7-83) {从 而 式 (7-34) IA (7-5) SUL (7-52) 
存在 唯一 的 和解 。 

证 明 ES (7-33) 中 ， 前 3 个 方程 上 有 有 5 TRAI, HAA 
矩阵 的 行列 式 为 范 德 蒙 德行 列 式 。 这 个 行列 式 不 等 于 E, 因此 前 
s 才 方 程 中 的 末 知 数 A 有 唯一 的 解 。 丰 后面 的 方程 中 , 每 增加 一 
个 方程 ， 都 恰好 增加 一 个 问 ;， 因 而 也 有 唯一 的 解 。 (Em 

Diz.3.1 i2—2, n—8, d—4, 如 C= 二 C+。 因此 ,我 
们 有 

一 中 ,一 1 工 
了 一 万 | 一 站 
A —0,— 0 
TEA (07-33) 中 的 前 3 个 方程 为 
AtA AS in 
4 At 6 At 8 4,84 | 
4^4, 4- 6*4, H8 A = 288 
X (7-40) 的 行列 式 为 


(7-40) 


l 1 1 
4 6 8 
4? e^ g 
xtd — iim ES MOD 0,5082: 0-40) 9E — 8, 
RITE ELLA. up 本。 但 年 我 们 已 经 知道 8，4，4) X 
BH 93 EJ IA ER p dB 7 


il) = 


A; = A = H 


A 714 (7-41) 


A [=t A=0, A= l 
—REAXX (7-40) Fu. 

FHEANN A, ARE E B4B ENE— BJ. EAD NL 
KL AR I Ea A e E E DRR AE E ti 831 n] Ba 
HAREA RE MECR (8, 4, 4) WERA 
AEREA (7-41) 的 唯一 的 色 。 和 换言之 ， 任 何 具 有 重量 分 布 
x (7-41) BIDARE 9504 (8. 4, 4) BER. 

例 7 3.2. MERETHE BAE, SD WD M P 
— 1] (mod8) fh, zx 5. 5. -JQR RC (BREKKE PHQ 
zEQUU FII. 

(1) 4;— 0, BJE i520 (mod 454 

(2) Cam QREP HCi-C-rO; 

(3) H;,—0, RERdE id = O e, 3 /mod 44 

C4) C^ Kahi d IRR, Cope ERES dct. W 
FSCHIEDAERHAP-—d; 

(5) d^i—d-HH1zmfb, 

AM p-7, 23, 3147F, ERA p EI i ut 的 如 ;为 笠 
因此 定理 7 .3.3 中 的 条 许 得 到 满 旺 。 可 以 验证 ， 我 们 由 水 得 到 的 
唯一 解 与 这 些 码 的 已 全 的 重量 分 布 完 全 符合 。 

Win EJ (23，11， 8)0QEHRPC. BUPCUHEXEiS 
23— 1-18, IE CRA RI SERO ESSA; UA, udn4u, F 
Ak. 3X (7-835 !p Hg 3 个 方程 为 

AE A i4, 723x889 
8 4,-- 1224, 07-164, 2? x 28 ! 
854cr1254441654,2^x28x24 ) 
Mp zm RI 
4d,-222x 282158 


4,7536 X 23 — 1288 


Á Q2 11 X 23 2EÀ 


KFO =C ih Qm 


这 正 是 (23, 12. 7) Ork EM TF EA. HEIER AA 
EARE Aa Le 23, 30:2. 70 KRG. 
Hte tokad, BERE Bà (24.22, 89 EPA E BET An 
A uuu cm 
,7253-- 508-759 
g = 1288 +1288 = 2576 
A107 253-2-506— 759 
Ekai, EIGER EULERS WS (24, 12. 8) BH 
W To 
类 向 于 了 三 23 的 情形 ， 我 们 可 以 通过 式 (7-33) 计算 出 了 了 == 


uu D — P=) 
7, 81, 4T 时 的 OR 但 和 的 重量 分 布 。 某 些 二 x( ». mn 
QR GPT Ha P= 1 (mod 8 )) A 427-3, 

$ 7-3 


4. | 7 23 31 47 
"m | i 1 1 
EM 了 
dg 22 x23 15x 1] 
ET 56 x 23 280 x $1 276» 17 
rie iix 23 S89 x31 7590 x 47 
rig 168 x3] $9588 « 17 
EY 5x31 BITZ x 47 
Adag 35420 x 4T 
As: 3705 x 47 
EET. ge x 47 


—À—— a '— GAP E PR Rm m m —————  ———— )—— plans má a RU RU RR Rn 


$26 


$7.4 i H 


im4ddlpz55/ X. FEA B R PU TES S8 h A 
重要 作用 。 事 实 上 ， 数 学 中 的 其 它 分 支 ， 例 如 组 合 学 出 在 编码 理 
论 中 有 诬 远 影 喝 。 从 本 节 起 ， 我 们 将 对 此 作 --: 售 要 的 介绍 。 

设计 是 组 合 学 中 的 重要 概念 ， 源 于 农业 品 儿 试验 的 设计 。 对 
于 设计 ， 或 更 准确 地 说 上 一 没 计 的 猎 究 ， 一 个 很 对 要 的 问题 是 
í(—ÀdMYPBJT£XETEDEESM Dii. BIEDPTUE2-—jgtip. 324095 
t -RE RERE FERE. MENR EE HR £X (或 通 
裕 为 区 组 ， 不 一 定 是 直线 ) 的 集合 ， 并 满足 下 述 4 条 会 理 ， 

(1) 任 普 两 点 怡 位 于 一 条 钱 上 ! 

(22) 任意 两 线 恰 相交 于 一 点 ; 

(3) 任意 一 条 线 上 至 少 含有 3 个 点 4 

(4) 射影 平面 至 少 有 3 个 点 不 在 一 条 级 上 。 

图 ?7-1 绘 出 了 一 个 最 小 射影 平面 〈 称 为 2 阶 射 影 平 面 )。 后 
ERMA 道 ， 它 构成 一 个 2 一 (7 了 7，3，1》 čih. ME, Ki 
只 注意 到 ， 该 2 阶 射影 乎 面 有 7 tA. BIDHA 

(i 
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0, 1, 2, 3, 4, 5, B 
并 有 7 条 绥 ， 或 了 个 区 纽 ， 其 中 6 条 线 紫 直线， 一 条 线 是 WB £X. 
它们 是 

Bas B., B., B., B, B, B, 

013, — 124, 235, 340, 450. 561, 602 
其 中 区 组 B ERAO., 1. 3PH, Kie, RiT 还 
EES, Hop—2£]p03 SAA, TA 3 ER, ERNA 
点 懈 属 于 一 个 区 组 。 

定义 7.4.1 EXA vvs GEB o! TRARA) H 
将 元 中 的 元 素 称 IER, t-o, k, A) dEYDIBOXOBDLXHM k — T 侍 
(PERH) 组 成 , HRA TEAR: AHER ( TERRES 
在 4 个 区 组 之 中 ,特别 ， 当 4 = 1t, f 一 设计 pArA Stei- 
ner) EXER, WESC, Rh, Uv), 

出 定义 可 和 虐 ， 上 述 2 阶 身影 平面 是 2 一 (7，3，1) 设计 ， 
因而 起 斯 坦 纳 系统 SC2，3，7)。 一般 地 ，7 阶 射影 平 而 是 5 
(a, ni, m L| n4 1)0n222) lth E, Min l2 
nur SO2, n", m7, 

定理 ?7.4-1 t——(Uv, k, A) WWE i-—(v, hb, AD 
Ed. HEIKI, NBC 


U — 1 
1 | f )t 2 
加 Pd | AfUu—i {v— i+] 
Ac (ec (k= ipele tF) Q7 


其 中 0 所 1 所 上 。 

证 明 当 i 二 1 有 时， 结论 显然 成 立 。 我 们 只 需 主 明 ， 当 丫 = 
f- 工时， 定理 仍然 成 立 。 事 实 上 上 ， 任 意 给 定 主 一 14058. TE 
STRE ELA 9 —01 —1) PARIERI 个 ， 从 而 获得 上 个 
XA. Brf—UWEDEX. EE i AERE E A EX 
P. D-RAM, HTAR, AEA PERRA (ERE AE 
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Hy 4-—1-GBEMUD 一 个 所 的 方法 共有 于 一 (一 工 ) 种 ,因此 


有 ,一 一 Á C vo fc DE 
T k — 1-1 


《证 HB 
推论 ?7.4.1T.1 di—(vu, Bh, 22 ikTpDP34 b t E, 
JT XE 


| 


u 
ir BH HOA £3 711 TUAREA APRS 各 $ E UDP—E, 


F 


一 个 t—TRGAIACP ATRUEIR, 30 BEP H ENKE A 
k 

| eis BEST (7-43) HG. Gic» 
1 


推论 7.4.1.2 7E t—(v, hk, A) Witt, BARRIS 
EPI tpEH. TE 
bh 一 (7-44) 
证 明 由 于 rf? = 机， 窜 巾 定理 7 ,4 
{YU U-— 2 (9 — ft - 
AEST es 
2j —— 3j Wt 


和 B 
k^R—1»-CRh— 1:71). (7-46) 
UREA (7-45) EX (7-46) 得 
T 
A" | 
BE (7-40 m, Gir 
fE157.4.1.8 Æ 2 —(v, hb, 2) AH, FER: 


ÀA.90— 1)—r.k— 1) (7-47) 


b 一 
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uEBB 仍 由 定理 7.4.1 得 


U- ji 
(C. ) 
| 1 / , 470 一 1) 


PB? 4.1.4  f—(v. k, AD) Wi EET ER Toe 
t U — 1 


1 
Pom t4. 


A 2p LUIX 
À -~ | 
上 一 


和 注意， 一 般 而 言 ， 上 述 条 人 性 并 不 充分 。 但 在 某 些 特殊 hm. 
inxppyiNiBésXsE S02, 8, vU). S02, 4, v0, 562.5. 
0), LYRA (pALARTUUT RTL. 

x5 二 0 人 时， 推论 7.4.1.2， 3& (5p r =k, SETTE SE 
t—(v, k, 7》 证 计 为 对 称 {t- 一 设计 。 例 邵 ， 二 阶 身 影 平 面色 
为 对 称 2 一 07，3，1) 设计 。 

定义 7.4.2 给 定 一 个 有 了 个 不 PS os PURIO 个 区 组 B. 
e, Bei iC, ks A) Gb. RELEE REEE NEA 
(3,1 29 


l, dt P; 
0, 若 PB, 


Ui = 


EAS AA box o By, 
SARIAS, ARE i E ti A meu 
T 
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例 7.4.1 根据 定义 ，2 阶 射 影 平面 所 构 成 的 2 一 (7，3， 
01) 设计 的 关联 抵 阵 几 为 


0 1 2 83 4 5 6 


1 1 ò 1 $6 0 0 
0 1 3) O 1 0 D 
0 0 1 1 0 1 9 
A= | o 0 0 1l i 0 | (7—48) 
E 0 06 O0 1 i 0 
0 1 8 0 0 1 t 
i3 0 1 9 0 à 1!) 


HA (7-48) W W. 

(12) Ap AERA 3. E 2 一 -设计 中 每 个 区 组 
TRAITA, WRS} 

(2) 4 中 每 一 列 的 重量 也 是 3 ， 说 明 2 一 设计 中 每 个 点 都 
恰 属 于 3 个 不 同 风 区 组 ， 亦 期 f+ = 3: 

(8) GREETE miM, HPO KIKG, T 
是 4 中 有 且 仅 有 一 行 在 这 责 个 坐标 为 1。 这 表明 — irh IL 
次 点 都 怡 包 含 在 1 = 1 个 区 组 之 中 。 

itb, Hbc 7 7, he—r-—3, A—1, t—^52, RA 
Mpbh—orERAi(v—i)—r(k—i)0 等 公式 成 立 。 

EX 1.4.8. UE D, P, oe, Pd SE E Ao HFIS 
i>j>0, REXERASE 4 为 包含 点 P. P. Pn 
[Bo B uRPnLs, Pro oce, A MERHER H. 

FRIA 3E Au APERA Pu, Pe oau PRR Z8 09 3x 
E. Ao—b5b, HA EP, P, e. AARE WA H., E 
Er, An = Ais 

TERNER GEL DCIBOHISEYRX AG Uu EGRE. 

定理 7 4 2 dimzS251:— 0. k. AO Ui. HS ESI 
i796, TH, KHR R AG MEXE S EA. DD; Sar 
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点 的 选取 方法 无 关 。 并 县 下 起 成 立 

Aaen gen 7 Aii t Arg- {7~49) 
Ra ULECGHNEDOHENGEAESSC I. k, v) 有 时， 机 一 1, 对 一 切实 
P2531, PHA (7~49) Kor, 

证 明 由 定义 知 ，4#w= 二 加 ， 央 为 1 人 1 ， 帮 由 定理 7.4.1, 多 
di 设计， 因此 i 与 i 个 点 的 选 拌 无 光 。 Fi=0, W 12-6. 
我 们 称 Aey TE An BR, in DS, HRipi—ÓU. H DSa 
令 设 定理 对 所 有 在 cy) 前 面 的 A 者 成立， 我 们 证 明定 理 对 
tu- ot BEES WI Anis gp TE Ay ZR. m 4o ME Loo fa 
MERINE AA Po Poe. PR TE, AaeodE t € Po 
BE Py, 但 不 包含 P, ta PR EzBELHB, HBE Aoire 
和 2 AMARE AM ve duck. A E denon EBS Po 
Pio EPER Pa e, Pin 的 区 组 的 数目 om An 是 包含 Py 
es Pnp Pn BEDES Pn es Pa 的 区 组 的 数 自 。 央 为 包含 
Pa. cv, Py WAGE Pr ens P 的 区 组 既 可 能 包含 P. 
TETEE Pno NES 

Aang- FA- d Àn 
上 述 络 果 表明 ， 对 于 任意 计 一 (2，R，41) 设计 ， 它 的 区 
组 相交 数 47 朋 以 构成 所 谓 “ 帆 斯 卡 Pasca) 三 角形 
Aon = b 
Ain Au 74 
åa Aa Aah 
Aso As As ss 一 As 


并 旦 可 以 下 述 次 序 计 算 。 这 个 三 角形 的 顶点 nmb, BaH g 
Ài = Ais FEE Au 和 Ago 本 以 求 出 A1ps 一 般 地 ， 当 计 算出 第 i 行 
后 ， 就 计算 lengen 淮 后 避 以 由 右 到 左 二 逐步 求 出 全 部 的 
Åe io 

Up X OMEDIA ESOS. k, v) 了 时， 上述 由 斯 卡 三 角形 
YUP emus RR CJH. BHN EZAWE N Bigi 
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SE). BE tAn AAEE, dH AI d» fn. 
f Au 1. AARE Z AE PRS SN EGRE Ao 和 前 … 行 
HUETZRGTERGBOK, d meu tH > 《证 o 

fun, XPT 2 MESS., 3, 7), WITT E4 Ee 
下 的 3 级 (tl F2—2, k-3, RR ESAUEP RT 1 
级 ) Mr R= AJE 


7 4 级 
4 3 1 级 

2 2 l 2 级 

0 2 0 1 3 级 


注意 上 述 胃 斯 卡 三 表 开 中 的 县 后 一 行 表 明 ， 选 定 茜 个 区 组 的 
3 个 点 Poe AMP 之后， 可 以 断定 包 代 这 3 个 点 的 区 组 有 一 
个 (Asc 1)5 不 包谷 这 3 个 点 的 区 经 有 有 个 (jw 二 0); & E 
其 中 一 个 占 【 例 如 也) 但 不 也 至 其 全 由 个 点 《例如 P. 3x 758 
D ZU 278 CÀno 2204 ERS PAAA Gi» P AW Po 但 不 
包 省 其 余 的 瓜 《 例 妇 卫 的 区 组 有 1 个 (4 一)。 这 就 是 区 给 
Niue SN HR, HA TI RBI KREA (7-48) 直接 验证 

HESA E a, k, A) 设计 ， 可 以 “诱导 出 ”若干 别 
的 设计 ， 例 如 

EET. 4.3 de t—(v. k, AO dd. dE 多 ,中 的 区 
组 为 多 中 包含 一 个 国定 点 ， 并 去 挥 该 点 后 的 全 体 区 组 。 于 是 多 ， 
d (t—12—(9—1, hkh—1, A) Ait, 3b $E "5 
iR. 

证 明 由 多 的 帕斯卡 三 角形 可 以 证 明 本 定理 。 SE D. 2 
的 帕斯卡 三 角形 时 巴 点 位 于 Au. 它 的 第 一 行为 和 如，…， 总 
之 2. HmpRpNPEISDEAXESB.GSJSECE [Ia e ES vim $3 sg 
HIDE. MAT futur. “证 毕 》 

定理 7.4.4 WEE aiu, k, AD) Bi Euo kf, 
令 8 PAAA pE 4M TEI :1—(Qu, v—h, 


A) wii, Em 


JESR 2" 59 2 PR, 
证 明 AAS Sån -5 f —PÉÉBPSRPROUOE, wH K AH E 
ARI 27 t--EW. SUE P ARERR GIJ 5. BXIH jE 


iE 7.4.1.1 可知 
i! ri, 
T | r | 
(d f 
BoR 
í | 
ENE 
v—R 
(7) 
rr A L 
F) T ^] 
\, 
Gr 5&5 
pir .4.2 


B] 7-20a2 为 2 阶 射 影 平 面 2 一 (7，3，1) rib, iE 
PRAE xERR2J0, WLZIMSÉIHU- M1—O5, 2, D 
i 让， 如 图 7-2(5O 所 示 。 | 

ined ARREARS, 3. 70, M2 M im y 
m S: 1, 2, 6), EEL ROA 

jb7.4.8  WuESCOIP, k, v) 存在 WSC:—0.hb- 
1, v— 1) PE, 


证 明 ”由 定理 7.4.3 ETUR, 
PMF RAEE A E a aA 


0 2 0 1 
多 的 帕斯卡 三 角形 £^ E) WIR — fU 


9$7.4.3 iz vhnjgu inr. MAAA Bo RR 
5 二 7 了 个 区 组 ， 


$124. 4, - 67, b, (0, P. 2, B 
b,— i0, i, 1, 61, b,— (0, l, AP a? 
8 一 11， 2. 3, Bi, b (0, 2. d, 4} 
ec il, 3, i, 5j 
出 于 
B 
z erd 
i2 
U 8S *2—(0T, 4. 3 Wl. XX—- ER HP IRE RRRA 


A BS US B. 


0 1 2 3 4 5 6 
0 0 1 0 1 1 1 
1 0 0 1 0 1 1 
1 1i 0 0 1 0 1 
4-01 1 100 1 0| (7-51) 
| 0 1 1 1 9 9 1l 
1 0 1 1 1 0 9 
0 1 0 1 1 1 9 
比较 式 (7-48) 与 式 (7-51) AA, A 中 的 1 为 4 中 的 09, 而 化 


中 的 0 为 4 中 网。 


$7.5. X ib A B 


Wire HAERERE, £— (7. B. 4) 设计 的 
FA KHA Eg OR KADER Arp pH EE, RR EB 
TUB NdE—TELDERECE, BDTOACBP(OIRETPARASUS kT, WE 
AX XB PE AFA 17 EOS] PET p ELS RE B HBF, RIEBE 
A ngo ECHGRERHUBNa«Et—i3it, MRE 835 E 
EEG nu it — RHR, MRHAR RERAN 
字 一 定 构成 i 一 设计 。 


A 7-4 
A 
[& H | o 1 2 3 " 5 & 
0 1 H 0 1 0 D i 
1 0 1 1 0 1 ü ü 
2 0 ù 1 1 0 1 ù 
3 ò Ó 0 1 1 J L 
d 1 6 LU A i 1 9 
D Ü l 0 Q Ü 1 1 
e 1 Ü 1 心 u ü 1 
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plu, 3e 7-4 PTS ERA LS (7, 4. 3) D 
TEER SEI. EREA (7-52) 与 式 (7-48) WAL 3X 
jEERS2-—(7, 83, 1) 设计 的 关联 寂 阵 。 辕 此, (7, 4, 3 ) 二 
TARR PERH 3 MHR S2—(7, 3, 1) XH, 或 斯 
HRAS, 3, Th 

ST CRR nE MAE, rA ER E T E, 

定理 7.5.1 HAHI —(0, k, A) WENT x vH 
Ek, H4 43r BE iA wU x o iA iy tabi, HJ 
A EEGEPO DEBQU X vii, FÆ 


Al A-—r—ADI-TAJ (7-53) 


uud o dp R=J A=, Ule 为 4 的 第 17 列 与 第 7 到 的 
HE. PICI Po PM no XO APIS P PRSI P A D 
^d h^ 1 TEC H., By fy = fA. E jo J 时 ， Tu 3t 六 站 的 1 y "m 
LRH, Büro-9r,., iun) lu 


f Á b “A 
A du à j Ute p-(r — Ag) I T Ad 
u hs | 


CES 
$HEIBT.5.1.1. det A4 4) (e —42^71 (903, — 4, r 9 (1-54) 
证 明 HA (7-530 得 


| Àn As *** da 
j 


det (4'4 =] h h Teds 


! n hs Ast f 


$5419 Ad 2-—v5]5) EX Z298 170, aair 2— vii 
都 加 到 第 1 行 ， 则 得 


F Aam r 4 一 d e> da — T 


A r — Aa ü "T" [) 
det 4) 一 As t) | Aa -— Ü 
P 0 0 a 一 和 
r-R(U—1)4A4, 0 D = Ò | 
ha rl 0 e 0 
= la ü y — Aa T 
| ha 0 0 ereh 


— r = A ulss ht r) 
《证 举 》 
推论 7.5 1.2 GE ZR (Fisher) 不 等 式 ) 
b zv (7-55) 
E REIRAZAR r DARET LE ET, det(A A) + 
0. Bil 
rank 4 A v 
blr, WA 


rtünk.d b 


HEDA 
rank A) rank A 
故 得 
b mU 


Grm» 

SIRE, IETPASRERBUATEBT, nppEGDTDEUEg: mS 
最 构 孔 了 一 证 计 。 下 夯 的 定理 告诉 我 们 ， 革 些 特 定 的 码 类 一 定 刀 
售 1 一 设计 . 

7 5.27 请 上 为 二 元 (n, k, d) ZAB, NCP H 
量 为 d Rm FHR a EN GA SRSCÓ:1, d, 2), 其 中 t= 
(d — 13/2, 

证 明 时 于 学 从 为 上 的 到 际 互 不 条 变 ， 卫 履 关 整个 空间 ， 故 


338 


任意 重量 为 1 十 18] S d rEHE— B —4d-g rb B. AT Ag 


We Wi LL, MERER (o 工 的 向 进 记 在 码 ij 的 码 字 
《如 三 球 前 中 心 ) 的 重量 一 定 是 d 。 Gi eR 

HER UL. RGE P AREP RAR Ir A, GEH 
Sc wp erpHOR4EMEEBUMEIuuH. ERA, Se erp A 
型 是 很 少 的 。 

推论 7.5.2.1 ZENB (nz2—1, n—r, 3) Ey 
重量 为 3 的 码 汪 构成 斯 坦 纳 系统 SC2，3，2 一 1)。 

证 明 gx ER 7.5.2 BR, 

推论 7.5.2.2 IARR (23, 12, 7) fip dm E 为 ?> 的 三 
于 构成 斯 坦 纳 系统 SC4，7，23)。 

证 明 ”定理 7.5.2 BS EDE TE GR, 

推论 7.5.2.8 设 忆 为 二 元 (n, bh, d) RAE, MA 


c(t] (7-56) 

i+] 

证 明 HF Aish, Wih HEE 7.4.1.1 可 得 式 (7-50. 
TIS 


让 上 述 推论 ， 对 于 二 元 €003, 12, 7) x, HA 


而 对 于 二 元 ("nmóxrv—1.n—r, 3) RAB, ROS 


$39 


i | 
nro 一 
A 


DT 


时 别 对 于 二 元 {7、4，3) HWB, uj 


A 
ATUS 一 3 


定理 7.5.8 RA” go t2 dA FER G XR 
fr AE 


o —————— —— ———— 


必须 全 为 整数 ,其 中 1 二。 
证 明 ”由 定理 7.4.1 和 定理 7.5.2 即 得 (注意 dd —920t9- 1 )。 
而 此 可 见 ， 除 定理 2.6.4 之 外 ， 我 们 获得 了 完备 码 存 在 的 另 
一 个 必要 和 条件 。 避 以 将 两 者 第 合 在 一 起 应 用 。 例 如 ， 在 32.6 中 ， 
fe 4198 3$ HU Eg n 二 90 BI gn dE d TSBPHIPTETEQRP ER. Bi 
kn =90, t 一 2 满足 定理 2.6.4， 但 着 在 定 7.5.3 PH 一 
30, t—211i72, RE 


| 和 一 | 
HEN 1 RA 


Cu | C) 3 
ff 十 1 一 I 
[3 dE 25 E39 8 二 90 83 275 X A iB SEqE RASA I ROTEYE, 


x T dS UT. BIBDEDEROD EUN GREECE: —Uu 
WT T A olea AE, TF 3 I8 Mr OI 3 AS CA ssmus-Mat- 
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ton) 定理 是 在 特 EAF RR Bm qd RII 砷 。 

REXBT.5.4 — (BS TI — aA EX) CRIDER, Rk, 
d) Ph, HO«id, m$iduuCH XP awiCiumdui duo d. 
Hé 

s Sji IBe0pno-«ism-—ti 

B ssd—1, TCP d UBT w1 —H i, 
dis ORA REA :«Dno — f AFAR t T. 

ui Ej $ T H i TEREE is HC ACRA CT 
坐标 后 廊 得 到 的 码 。 由 定理 2.5.5 可 知 , 和 中 任何 2 一 吕 士 工 个 列 
都 她 含 上 个 线性 无 闫 的 列 ， 双 国 1 之 d ign- endt, 
因此 7: (a-t, k) Pj, RS C 的 最 小 重量 守 d 一 1t。 现 
Ey e C2 的 也 码 号 ， 其 中 局 在 TT 上 为 零 。 和 由 于 之 d ihi 
ib 2.5.4.1 哥 知 ， 工 中 的 1 个 列 是 Ct 中 的 线 往 无 关 列 ， BID 
AZ On, =k- i) fS, tg (C107 oi DEPT vp H ie 
坐标 后 记得 到 的 码 ， 于 是 ,(C4 7 3 (n—d4, n—5Rh— 1) Be 
BAC kh (C1 彼此 正六 ， 并 且 


dimC + dimi) T= n — 1 
因此 
(Ci) ^ (C7) 
BUD 为 得 (CO 的 重量 分 布 ， 风 有 BIB, d 
SANH lB +0 Hisn 


m s6s. HPsexd- i, Wdis PIC mS 
AERITd—t1ms4. HTB (COS =C, EE A dg 
SEA YR HP x ER 7.3.3, ME RI ELA SORT UE S XECRE 2 f 
BU ZU R En E — fE. KARLAR TAARE k n — 
k— ot, Wd Ead TEUIBRHERXZLA. 

Sue Cu RO TARDER A d Be. EERTE E 
的 势 为 二 的 坐标 集 台 了 上 为 1。 任 总 一 个 这 样 的 向 二 都 对 应 一 个 


$4] 


5 中 下 是 为 了 一 了 的 向 E.G X. 1-2, T-—(9, 15, m 
(110100 05cOCm (0100 EC, RZ, pi T d 
JÉCH Bg EGRMBUE. dz CUOpIXRGEIBRRd —g:d55pESSEHC 
中 一 个 本 刁 为 避 臣 站 后 ， 且 该 站 二 在 了 上 为 1。 因 为 中 重量 
为 d iAP RA HHE S TEER, ee rE A dtm 
Eid t — i, 

4C, 6, CUN CHRON Wri 8 gà X 
TR. FERIS JR ISGAMER : — TR]. JMA m Be X3 7.4.4 mp 18. 
Ci AEAF GRE t iei BRAT CXNjid C, 
HRG o. EIo PRN EE (CI p EH AR TG t 
由 于 (CH7 WEET ERARE alot S 


TENETE, GER 
FE, AMH pi EMRE, 
浏 7.5.1 4 Cy (24, 12, 8) OGTR HA t = 


5, HACC, WRAT PM —19, 94i - 8,12, 15H, 
B0., EE, s-—3, IH 88—583, WCC) 中 
重量 为 8 12 51 16 B3] SOS 5 一 设计 。 

AE eA 7.5.4 HDI CHR ADESOMS8. 1238 15 Burm HR 
5-—ii. BIARBdEXEUSXxX. R3TA, 

ZESC p, CPER S8., 128 16 P pe toy is. 成 5 —(024, 
8g, 二 设计 (或 斯 坦 纳 XERSOÓB, 8. 24), 5 —(04, 132, 
48) BibL 5-024, 16, 780 hik, dB, 5-—(234, 18, 78) 
BipEÉS—(O:, 8, 12 Bimi, 

lEs REGES 7.4.3, BESC, 8, 24) If] EXC, nf UI 
iUi SCA, T, 23). S(3, 6, 22) WSC2, 5, 21) 也 
TE, 

57.5.2 设 C HTJ (23, 12, E Exc 是 

564013, MBETA GE 7.5.2. E BAREA? MGT ng 

4 — (23, 7, 1) 设计 。 

设 4B0 (CORRE, RUD (COLL (28, 11, 
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8) HEF Eb, AE Ex dpi—8. 122410, V8 B;—90, PR 
(o4, line — 1719, Hess, 因为 3 一 芝 一 上 一 了 一 4， 
k (C HRERS., 、12 和 16 的 向 量 都 包含 4 一 设计 。 由 于 
(CLEC, WAO pA. 12 和 16 的 向 量 也 也 含 4 一 设 
计 。 此 外 ，C” 中 重量 为 11 和 15 的 向 量 亦 构成 4 一 设计 。 

研究 设计 与 码 之 间 的 联系 有 具有 于 可 意 义 。 一 方面 ， 利 用 仍 的 
性 换 可 以 构造 出 畜 的 设计 ， 另 一 方面 ， 利 用 码 中 形成 的 设计 ， 恒 
以 建 并 译 码 方案 ， 或 获取 有 关 码 的 其 它 信 息 等 等 。 


oo 第 八 章 代数 几何 码 


$8.1 HD wc od x 


代数 几何 三 理 论 的 确 应 归功 于 前 苏联 数学 家 ES OR, 他 并 70 年 
RER 80 年 代 初 所 发 表 的 一 系列 E 要 论文 ， 和 将 代数 几何 的 理论 
可 方法 系统 地 应 用 于 编码 理论 中 。 发 现代 数 几何 中 的 许多 概念 与 
结论 均 可 转换 成 纠 钳 编 码 的 相应 性 质 ， 使 得 原来 线性 牛 中 二 惠 要 
参数， 诸如 合 长 、 距 离 、 维 数 等 ， 具 有 全 新 的 儿 何 意义 及 算术 嫩 
Xs WEZE, MZR A 如 A (Lachaud), $ 
Tí (Van Lint), HEP (Springer) 及 茨 伐 斯 EFA R 
mECILCISSCSEIOECMESLTIULULEGWORX CE 
Td RŽ JLE E Aga ERE, F A e JE T UST ERAR- 
BORIPERK RO RDHRGN. KESER RTE ABRE 
芷 理论 上 的 重大 突破 ， 在 编码 学 界 产生 了 紊 动 。 | 

由 于 上 述 赐 一 系列 葛 基 性 的 工作 ， 使 代数 几 便 吏 形 成 了 编 胡 
姓 论 中 具有 指导 性 的 重要 研究 领域 。 尽 管 代 数 亡 何 枉 走向 实用 前 
EKA- -器 艰 难 的 历程 ， 但 是 许多 编码 学 家 都 预言 这 可 能 是 本 世 
纪 最 后 10 年 的 事情 。 

AASOULAIHEXS USATE) S XM AIRERIPKIAR | 
段 ， 特 别 是 这 一 学 科 且 前 尚 不 为 我 国 广大 编码 学 者 所 熟悉 。 XS 
到 本 书 的 对 象 ， 我 们 只 能 对 代数 几何 码 的 基本 稳 念 及 让 要 结论 作 
一 个 乒 显 的 介绍 ， 不 追求 理论 的 严 廊 与 系统 ， 许 多 重要 结果 仅 以 
实例 党 明 。 有 志 于 深入 研究 这 一 -领域 的 读 者 请 查阅 有 关 文 献 及 
专著 。 


odd 


$8.2. 代数 几何 的 研究 对 象 


代数 几何 是 见 何 学 中 的 一 个 重要 研究 领域 。 它 研究 平面 代数 
曲线 ， 空 间 代 数 曲 线 和 代数 曲面 , 一 般 地 研究 n 维 空间 的 代数 入。 
所 谓 代数 馈 ， 就 是 由 一 组 代数 方程 所 确定 的 点 集 ， 以 及 由 这 些 点 
集 通过 一 定 的 规则 导出 的 对 象 。 | 
例 恕 ， 在 普通 直角 坐标 中 ， 由 代数 方程 
F(x, Y)-0 | 
所 决定 的 曲线 即 为 平面 代数 曲线 。 这 HE REOx, J) 是 关于 变量 
x ，y?y 的 二 元 多 项 式 。 平 面 上 的 直线 、 圆 稚 和 曲线 者 是 代数 曲线 ， 
但 是 > —sinx— 0 所 决定 的 正弦 曲 线 便 不 是 代数 曲线 。 类 似 地 ， 
由 三 元 多 项 式 
F(x, Y, 2)=0 
决定 的 点 集 即 为 代数 曲面 。 两 个 无 关上 且 相 容 的 三 元 代数 方程 组 
Pax, Y, 2)=0 
Fx, 9, 252-20 
所 决定 的 点 集 ， 即 为 空间 代数 复线 。 一 般 节 ， 由 半 元 代数 方程 组 
Fix. Ney s X, 0, i121,.,2,:,m 
所 决定 的 点 集 即 为 代数 铸 。 研 究 一 次 曲线 (直线) 及 一 次 曲面 
(平面 )， 以 及 二 次 曲线 和 曲面 是 普通 解析 几 柯 中 的 内 容 。 在 19 世 
纪 以 前 ,代数 所 和 何 是 从 研究 三 次 及 四 次 有 曲线 及 曲面 的 分 类 开始 的 。 
从 19 世纪 未 开始 ， 人 们 才 开 始 研究 一 般 代数 簇 的 系统 结构 ,在 代 
数 几 何 的 研究 中 ， 采 用 拓扑 学 及 抽象 代数 方法 则 是 本 世纪 的 
事情 。 
-在 代数 见 何 码 中 , 主要 的 工具 是 定义 于 有 限 域 上 的 代数 上 曲线 ， 
特别 是 仿 射 曲线 及 射影 曲线 。 因此 ， 以 下 我 们 着 重 介绍 与 此 有 关 - 
的 基本 概念 。 | 


ER 
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$8.3. HRZ EH AAH 

E B kE T, RER CELA Nn ERR ZA, fH) 
JT FVind4dA—Tnf£U0S5 ui, 

EX8.3.1 一 个 7 HEU) ERP, Q, R,-- m] 55. 
满足 

(1) & —TURIF AT CP, QD), BA VEV: 与 之 对 应 ， 
w% PQ -—«, 

(2) 每 一 个 点 EA 及 每 一 问 量 vceVig—uca 
使 POQ--v. 

(8) 对 于 A: mBEXIEAP, Q, R, BA 

PQ-c-QR-PR 

Bec BDOEXS.3.12 (2), XLUT€—APCOG5, t 

4-—HQCALE PQ-vo. MEELT A EB] — RH 
Dsp—Q, PT,—Q 

PRIEBEH T. A A EAEE (OS). 


在 .4 中 任 选 一 点 口 ， 称 为 原点 。 于 是 由 定义 8.1.1 ， 对 于 
每 -- 个 忆 生 和， 存在 必 伺 起 全 OP =v, Ro AAP i EN 
E. oE TIER es e. cc. ge, Z FERRA Urs 
Wa» ci, X), 则 称 点 已 具有 坐标 为 Wis Xo, ts Xalo FPA 点 
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OX A ERARCO, 0. 5. 009, A: ING BLA ER 系 记 为 {0 e, 
s, cry Eao 

D; R EE ÓEE D 3808 E A ASTE LI — REI APR 

ASQ TREE uILETPEJ RDE WEERA, 

SC P, A D PRAP Sy HERR OP =op 
一 对 应 美 系 ， 平 移 变 换 PD 二 QQ (BCVD, UPQ-b, up 97 
[tt OP XEZE IR 人 之 下 误 换 为 问 量 OQ iiXOPI,—-OQ, 
HBPOP-vo, OQ—-OP-c-PQ-so-b, Elit (LEE 8-2) 

vl =V 4b 


图 8-2 


Xt--p, REGEN DL ER SES SH T E [RES RE 

4E 5,8.8.2. dE c7 7A n EEE e 3E CBS, 5" X 
VinpmiEiaDe IP WERE 4 与 V2 的 相应 关系 下 ，9” ND 
ERT S” BHAE aE, MER c" x. Amt P 
空间 。 

4 的 一 维 仿 身子 空间 e 称 为 直线 ， 二 维 优 船 子 空间 OUS 
SP TRES 

BORD AI RE ERI CHET T 29 [Bl p 5] JL np PESE SR SER IS. 
II 7J E, | 
giu, AGE A PRH COR xb A PS {pu b, BU 
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直线 〔〈 作 为 一 维 仿 射 空间 ) Ovis 4d T£ EE-(O,»o 
AME CS 3). [ n X») 为 该 再 线 上 任意 一 点 。 
X PX XE LAUREA Ra muB 中 的 加 量 ， MM 
jk PX —PV((PhCcC hk), SNPX-OX- OP-G. Xa d 7- CD, 
PD) = {Xi Pis X,— DJ, Pv—i0)0, OU), iX 

(x1— Pis X,— Pa? = CPU, Duy) 


/ X 
p L7 D 
1/ p 
- 7 c T 
一 a Pd 
-— "a e 一 
/ ue 
/ pur T 
5 um 
aT Edd 
(7 4S— — 一 一 - 
图 8-3 
HIT Vio0 CERED, Ap 。 于 是 由 x,— p, 20v, 得 
p 一 Ed p -_ 
dr 


将 2 代入 到 a p= pn B, BUR 
PE NT, Ps Vp.) = 
A l =U, Qe — 9, dQ-7,D,— V.p,, (Ro 
TX tE FeS (8-1) 

ROP ay a PERO, 

BER. AJER (8-1) 的 一 次 方程 均 代 表 AR 
2& TE. Nur, Z3 E (n Ey. UL ARX x, Xola 
HT 4; G PEJ F, Tus E0, pXs——a) qux, 
yudP—i—aya, 0), —(—üü,. G9 D, X 

A 0)-P(—aà, a)—P-cP£V, 
D =a Xs 


348 


LARES X 与 点 忆 为 点 革 与 户 的 位 置 向 量 。 这 天明 方程 C-D 
AB rir P ERGER o 构成 的 直线 。 

其 似 诗 上 还 方法 ， 我 们 可 以 建立 仿 射 空间 中 的 高 次 曲线 的 方 
租 。 念 射 空间 中 的 曲线 称 为 仿 射 曲线 。 

在 本 节 之 末 ， 我 们 引入 仿 射 变换 的 概念 。 

fe, ee cc. e. A nRa r: NA E, RIO, 6, 
€x, tnt. Ea AJAA RY n EDI ES JR] A IIS ERES. EA m Xe Xs 
c. XX) 为 i TP TE XX — ko EAD IEEE HR AE dH Zi E BE DR 

y CX +b (8-2) 

其 中 


Ci C1» Ut Cia 
C =| Ca Ca Ut €. 


Cp; Cun t Crn 

为 域 上 上 的 非 异 MB EE, b, c, 50 214i p — E. DN 此， 
(spud due A: EASIER F R WS pESEYRPROW DOES. ER 
(8-2) P. RX = s X) BEII KALY — Yi CU. Y). 

仿 射 几何 渡 古 研究 在 仿 射 变换 之 下 ， 儿 何 图 形 的 不 变性 质 及 
不 变量 。 例 如 ， 在 仿 对 室 换 下 ， 直 线 仿 变 成 直线 。 因 此 ， 责 线 十 
优 射 几 柯 前 研究 对 象 。 但 是 ， 在 ALGO) xir xi— a0 — g 
ilih E x, r axi sr bx, WE A Ae xi 二 一 六 二 
o, Pic, ERILE, DEDE AF GAF. 


$8.4. 射影 空间 与 射影 变换 
B| A, a 维 仿 射 空间 的 出 发 点 是 1 维 向 景 空间 。 引 入 1# 锥 射影 
空间 的 出 发 点 则 是 域 上 上 的 4 十 1 HEIL ER SEHE, 
EBV,WCVT,WEdgdErce0 (rCh) SWe-rV, W 
称 间 量 玉 与 斌 等 价 。 
在 等 价 的 意义 下 ， 产 入 PRERA ZES RS FR 
0 徇 成 出 日 身 代 表 的 一 类 。 记 为 : 0。 如 果 一 个 类 中 包含 向 重 Y， 
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W] E28 RCV 2 638, 

EX 8.4.1. 在 VX?! 中 所 建 六 的 每 一 个 异 于 C0 :的 类 称 为 射 
晤 点 。 所 有 射影 点 的 全 体 所 成 之 代称 为 域 上 上 的 n 维 射 影 空 间 ， 
记 作 Pro 

Eue, Pi PR RE r 中 的 一 维 了 了 空间。 大 中 的 二 维 子 
空间 称 为 如 中 的 庙 影 直线 ， 三 维 了 村 空间 称 为 必 中 的 射影 下 面 ， 
Vio mmo 35 维 手 室 癌 称 为 5 中 的 《人 一 1) 维 超 平面 。 

在 回 影 空间 中 证 以 引进 章 次 坐标 的 纪念 。 

W eo enu €. Ca 3E VV 的 一 个 基 E. TÆ CUP 每 一 扩 
(AX 2 88 RT 3€ 2J 


n+] 
CXI S (xe Hea H Xan) 一 | Y e 
wJ 7-1 


称 (Xi. Xas Kad 29 FACE EA SGT DC BIS 

BR XR Xa cU. Sa Xia) WALX R FT pR Wubi 
PrE k, r0, (fx, ce. rXS Xm) HRALACXIBISE 
AiR BIAUXOQ—(OAD, BD, EHRE Ep 点 由 坐标 比 
XQrtecxQtxXa Dex, 反之， 每 一 个 比值 和 Cir X. 
Xo 2873 0). Dex. 2 中 唯一 的 一 感 ， 感 CX 的 齐 次 誉 标 有 时 
也 未 为 (xet Xat Xati o 

作为 例子 ， 我 们 建立 对 影 平 面 P; 中 直线 的 齐 KEERN E, 

WOYZ—(Xx. Yer ya LZ = (Zis Zas 23) 为 该 直线 上 两 点 ， 
XIS (Xp Xa A) 为 该 直线 上 任 总 一 点 。 这 表明 相应 的 中 
HEX, Y, ZAX, BDTEYEORÁAROAO Hy Ar Ae AE AX 
*TÀAYCLAZO, WIJRGERJITSGH 


AXi Ay, O2, 7 0 

hx F Aada -+ Asa == 0 

AX F AaYs H AsZ = 0 
HIF o Ao Aas WARA E 


oo 


Su Ye XQ =O (8-3) 
Z, ror z, 
EPA Eo vg (8-3) 成 
HN -一 (8-4) 
Hn 


Hi S Yaa — Wo Me V4Z.— Vitas da — VIE V2, JP Bou 
4. AARO CUTY Z REHN). 
HA h ARLA AEBRHRE, MX, Y, Z VREI 
3L, AWA (9-8) 六 不 为 0 BBX 2a EG (8-0), 
A (8-4) HAP: 中 型 影 羡 鳅 之 一 般 方 程 。 类似 地 ， 我 们 可 
8 NESW Ab BIER BY 出 线 DROJAOE 
曲线 。 
MM 与 仿 计 空间 之 问 的 关系 。 
beH L ea Ea i Plc da hk BEERE e, tea 6. 
€ ua) "m kr WEED a EE A ZEER teu Ctt Cuo 
更 将 六 PEATA: 588—239. da0, BOR, X24 0, 
XT 3$ — 28 dy x RT 5S 2g 
(X. cr. Xas XQ) m (Xf Ensis cts. Kaf Xm 1) 
TA P: PKR AR A PAZ GE LONURIBS—- -对 
(yi cU. Ya 1209€ P9. s YEA 
JE 于 中 没有 一 个 点 对 应 于 Pig 38. 
让 于 对 影 空间 A 中 的 第 一 类 点 包 m dum as re 
A; quB XR. BER AA i a E un 种 点 。 因 此 BrEÉGS 
Hj 44 73 £8 3 35] 22 IH] 242 vp ug RES 二 种 点 ， 即 TATAA 
Diim. ATES E Meu Ap = 0 0 KONR 点 ， 因 此 xp 
pond 2p ar ve EXCBREOCAM BET B5 zd 
JA; jux (QU— 1) RETN, R Dr ui Cn 1) 维 流 
D. XE W'pPIREDAÉ, EA pE, R^. TE] Gbzrbu E 


33] 


PAP EE 52 4H SR 73 7099 PE SX. 
ERNJI EATR RTRA, TERZA JLN 
RRR RTIA AT E E e, AAY A 中 
于 线 了 的 方程 为 
T HTX Fd, 0, (a, a, ARAO) ME A Aa g l 
伴 行 的 直线 方程 均 可 写成 上 上述 形 式 , 其 由 al， 中 癌 E, 23 任意 变 
Tu. FE Ab bot iU. 便 得 到 相应 的 射 SEPT] Po 中 对 应 的 直线 方程 


X AX - . 
G, Piina x. J-a,.— 0 E GX, taK F ag —0 
4 3 


SA. GLTGAHÉAELRGdpx—0fmp)R 只 在 一 个 ， 其 齐 次 坐标 为 
(aa 一 GQ， 0), HF (X —a, 05 中 不 出 更加 IUUH 
GABER PAITANE G AA. EEES E A a a e 
P. MAFRA REESE TE A, PARASTE RA 
— B RABENA RAE. WALE EPE, i 
PALA HIREA IE ESIS CR ARE IU o 

IER, E EER PicB, MAE IT SPERARE T E- 
FRE J iHi HEAR ie AE TEIE Ro 

HEINR, Fi BN Wiem A i ie Ea ES. Di IE 
型 是 由 上 眉 添 加 一 条 虚 直 线 〔 其 上 的 点 均 为 虚 点 ) 而 成 。 己 的 模 
Rie A 深 加 一 个 所 滑 虚 六 面 (其 上 的 点 均 为 春 点 ) 演 上 成。 一 
Hei. Pr ERT E A 添加 一 个 %# ~- 1) ERFA (其 上 
Eg 35 Jg ME AA) 而 成 。 

Ho 4 B SHSEMSBUNUCE. 

x 0n, ey Xa X44) BrE TX Fs FX) r 
+9) JEREZI vi 中 贾 信 彼此 等 从 的 向 旺 。 设 二 2 为 vin 
—tTdbSRERTELEqR, AER E ("or ixen + 1) dbr 
ABE. Fi 

Gradam rx 4— r aA s r eip suin D =y he 
Bop Lade kr EUȘE JUE E rA aA ia pehy E Ria dish 


RPRL. mURGRYHUUANE ARTIS AESR MERAY nd (rm 0) d 
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为 等 价 。 相 应 地 ， 把 两 个 非 异 线 性 变换 上 4 与 上 .4 视 为 等 价 , 则 上 
Ae]. PU 中 等 价 的 线性 变换 把 六 六 中 等 Up 的 向 量变 为 等 价 
和 商量 。 如 所 周知 ， 在 地 条 中 的 非 异 线性 变换 dE m HET ar SEHE 
成 加 维 子 空间 ,特别 ， 这 一 变换 把 一 维 子 空间 仍 变 为 一 维 子 空间 。 
这 就 导致 了 射影 空间 x 中 点 的 变换 。 
ERHI, VP 中 非 异 线性 变换 等 价 类 把 六 中 的 edm 
Ay ge Pr 中 的 抬 ， 这 种 对 应 还 是 一 一 对 应 。 
称 VI^ BABRSRERTERE 8 25 (p OR 3g 8] SES B] 让 的 一 个 射影 
变换 。 
在 Pr 中、 射影 变换 的 并 次 坐标 表达 式 可 写成 
(x, "e. DXL, PX) = (X1, ty TT X41) 
Gu Uis Ut Ga 1541 


» (t; Gus * b ob th Tant | 


Cl Oary t sa asror 

H e UAR BERN AG SE FED AB ERE 

研究 在 射影 变换 下 不 变 的 图 形 性 质 与 不 变量 ， 是 射影 几何 学 
的 课题 。 射 影 见 何 学 有 丰富 的 研究 内 容 。 


$8.5 在 有 限 域 上 的 仿 射 盟 线 与 射影 昨 线 


设 FRE a 阶 有 限 域 Aihe Ww ECF) NEFA 
未 六 ,的 代数 闭 也 ， 即 包含 的 最 小 代数 团 域 。 可 以 证 朋 


Fs= |] Eom 
m= d 

今后 将 以 CE, 代 送 前 几 节 讨论 的 任意 域 上 ， 并 且 考 虚 加 的 华 
ERE 上 的 仿 射 平面 与 射影 平面 ,分别 用 全 (Fo) 及 并 《Fe 
RÆ, 

EFEOx, 5) RET 了 上 的 二 元 多 项 式 ， 它 在 F。 上 的 全 部 
根 便 定义 为 仿 射 平面 wo 上 的 一 条 仿 射 申 线 。 多 项 式 F (Xx， 
Y) 的 次 数 称 为 该 曲线 的 阶 ， 


855 
定义 8.5.1 在 仿 射 平面 上 .和 (Fo 的 点 (o, b) Fa, 
bcr, WERA Ca, b) 2g 4 CFO 上 的 有 理 点 。 

NPpmik-oüeExFOx. Y). CET —SÓR BUDE 
S. puAC.ZuriXdo. zPOx/z.,. y/2) 和 便 得 到 一 个 三 
AmA IK. WAF, Y. 2), 

Am, F3 次 二 元 多 项 式 

F(x, Y)ey'—x'(x-H1) 
tk SLYTEDEm E-—3&5BH 58g eR, Ayie 
zEx/z, Yz) F(x, Y, z)—5x3z—x5—xiz 
齐 次 化 的 过 程 相当 于 避 进 齐 次 党 标 。 

—frnmik—coí$EHmOx, Y) 经 过 齐 次 化 得 到 的 三 元 
m 次 齐 次 多 项 式 政 (x ，Y ，2z ) 便 定义 了 射影 平面 上 的 一 条 汶 
辽 代 数 申 线 ， 称 为 m 阶 庄 影 曲线 。 它 是 由 仿 射 册 线 CC 上 的 点 添加 
蘑 些 无 穷 远 点 所 构成 的 射影 平面 上 的 台阶 代数 有 曲线 ， 

B. 84&—3& mp XR ERPFOxX.,2)- 04H48 38 3E 
Jrik 4e ue myDSTHIZE Fx, Y», 120-0, iino Est 
影山 线 

Fx, y, z)-cex'4*—2 x0 
可 化 为 
Fix, Y)ex9'--y5— 120 
XB TF dh DSCSIE IS] m Ep SERE iP d zc ORC e 36 93 36 ACT P AE m Bt 
033 i5 2, 

定 兴 8.5.2 在 射影 平 而 P 0E) 上 的 点 (a. b, c), ¥ 
c+ OR, a/c, b/eccFaOosoc--09 OE ia, b pr RIP 
4 —^350)9, a/b EF, (hb 0) Àmb/acF, (a9), 
TR (O9, b, €) 为 已 (于 的 有 有 理 点 。 

曲线 上 这 些 有 理 点 有 了 时 可 社 举 出 来 。 

例 8.1 EPFO fg 

y^ zT yz! x*-Ex^z-E x2? -4- a (8-5) 
.E gy S BE. 
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rh A | _ "ET. 

Lt A P == Í n " ]. Z., AH fi = 一 了 人 一刀 n gsar E, 
HESS r T ,E von o4 ux 

AHi LH AK Aa mM Aa 97v, Bye 8-1, 
Ši &-il 
| Cy P Pa P3 Pa Ps Py P Pa 

x i * Y 1 H t i P B 

Y 1 a B 0 1 应 i a 9 

ž ü 1 1 | i : i 1 


AQ CO, 1, 0) EAT M Mi (8~5) JE B1 
RCA HIA, PRATER aR. GEL e fSu vies) SE 
Fehi MaN S — eR, 

SERE. AROGUERHPEGERRARBDPADZSR DEA. WE- o, $E 
是 这 墅 有 理 点 购 个 数 ， 欧 挟 相 当 图 难 阅 工作 。 

MERZA, Y») EEF EAT E o CHART 
TARATA. MEAM BAAAB R, A 2 A 
HEIE, ULAI7FEAH OA GUI SE TÉ. 


$8.6 RSH BamM (Goppa) fid 


/]Y WE—JIRBHMSNULSQSS. 364115 JuEBUBL— T £e 9t 
RS $1852 i$ 5185, 

leui. RS BÆ P, (24392) EBAH = q4- 1 ME 
洒 BCH 45. BRUAS TAAN 


d — 1 


gy Cx)= [[ («725 


{x= 1 
n aH F HERRER, RS 8 EB EX un (—93—1),. fà 
Af m—do-1,. 27 BE d WR EME g nf 2r n 
H— d--1. d), BARR MDS fis, 
E BPAP£EETSERG— P$. WHT RSI n, n— dti, d) Ñ 
Werehi” ERAI HORS 码 , 其 码 RAs tiig), 


信息 位 数 相 为 ?一 4 十 1 的 (8 十 1 ， nedhi) Eh wu» 
&r, AmA R MEE Wd +1, Pb RS FHAA MDS 15, 

3k (1336 $6 x$ 08 € E Reed) Fra h Solom in IRIE Ra 
P. Ma JARKA hs RS i 

为 了 方便 ， 我 们 取 1 =g, F, 中 的 元 素 记 成 

aa, OKIS), a 
其 中 6 为 上 BAER., 
L={] EFEX deg SK k— 1j, RZN 

RITE AC 3》 

C=C F Ad, F), . TEDDE? 
PCERE, Wika =g, AUAN k, ME GEW 
EEN) EER ZLEDLOBAVAGHISIXOIR—I, VUPBHEZE 

FR- 17342, MARCH ERES GQcg-— kc 1, M-- 
方面， erem m fit^ PIE 3m S AIN Bar AA Lo C 
is SUB RD, RI 

dm Rk-—1 
ddp. dam n — ktl, xX&X3c HH BECÓE (Qn, ky n= k41) 
2E YE, dRHU MDS p. 
不 难看 出 ， 玛 C SEGLPGU ERSEL 事实 上 Jx) = 
h-I 
Mox. Beus f la), KiS 2, FE, WRIS 


”= 0 


Lage k i, M 


Jq- 4- 3 A Bo—]1 y- 3 
L3 HP M i XO SS ,1 LR i 
ES Coi A o EE (a ) ps Qi iP OD o— zd tt; n (a ) 
= 0 i= y j= iTo} "7 d 


i 


XT —1-—(x-—1) p x' 


F 
LES. TX " 205 2G Bn N n 
JA m TE d'a d! RE- mi arp, l, iu n S uoc H1 d 
T = 0 


g-2 
D«lc-j«4—k—itk-icg-2,l P aY =o 
i-0 
. 办 此 
一 
` cila — 0 
= Í 
XH C — CCa, Ci t0. Caa) dE FE IN EB ES d — RI RS fn 
HRE. HICE ARISTE, MADJE RS., RSB É 
$5 23; 2 $8 COT IRA AE 
Aj Ixb—2BÉTUXJLeDE. RENS RS EKE CP EMH 
MEIE 
设计 0)EE CiS l, =, n), p, ail, g, 
e, GU, Ber ce, a, db. TENE- BY 
C= (fO, s. ES ANN fF EL 
这 个 码 的 构成 相当 于 如 下 的 线性 映射 ， 
-一 人 
u 出 
一 人 (CD 
BC XEABE "n — k 1 的 线性 码 (C7, 多 ,一 各 十 1)， 
HA MDS H., 
SWAP i, Lips NA 性 码 还 可 在 下 WR T e E 
L=] EF alx degl hm 1}, ALn, 
P EC OEE mS, 2.550. 809, E=, tos 50, 
JF HER F a Hn ADE T X81. ts an BaS, y 0, 
TEHE — ARPER 
C= (fiae), --,. Ed DNS € rr) 
£C n. B, fi — k t 12 AHB, BIDS DS 15. WA 
pj RSI, iX GRS a, £), 
HERNA IO rm BS, 
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BE, HÆR, G (2 EP Lz), Lia. c, 43, GE 

(Ij)。 设 9(z) BS AR AE 
工 中 ， 期 8 (20.) 才 0 (i-—1,--. nO, TEES 


C (ou ce, ceECPQ': 2 EET 


| zZ — A; 
¿=] 


CHAHAR AHAH, INADOL. 9), 其 中 98(2) 称 为 高 帕 
$m. 

为 使 导入 代数 曲线 上 定义 的 线性 码 更 为 自然 ， 我 们 将 高 帆 码 
的 定义 进一步 推广 ， 

B i fCa)0—ó(z)o/vCz) REF, tu Em x n 
ó$(2), vV(zO)CcF Cz 更 在 考 虚 下 上 所 有 有 具备 下 列 性 质 
的 在 理 函数 全 体 : 

(19) Fz) 以 9(z) 的 所 有 零点 为 零点 (92) 即 为 前 
还 定义 中 的 P.L mie Hf(z) fexxsEE X EBUJA 
SPAN) 在 这 些 零 点 上 机 应 的 级 ， 

(2) f(z) ER T EL = (a, aw 中 的 森 些 点 上 可能 具有 
一 级 极点 外 别 无 其 它 松 点。 

这 里 sz) HRA., RAKA. UATHA S) Æ 
Eaa LARW Res, f 5 Yum e ARUTA EMŚ M, HEak 
BOR. 

UH flz) Bus ERER (C1), (2) Wæ W P.» 上 的 
FERAE GEE, gx 284 RAAH Ee k RE EBD, 
XE Fo» EER EARE, E E 

(Resa, f. 7c. Resa f) 
BJ n 重 构 成 。 

因为 高 幅 码 是 定义 在 , 上 的 线 往 友 ， 最 然 ， 高 帕 码 是 上 x 

$c M WBJiody- E OF Pi. Epa e 


. Xa Ci 

RC Z ) y 3 EM 
一 一 + 二 | 
=] 


3548 
RW "S EBENE XA, EMER C10, C20, JE. 
C= Resa K.(2), iSl, 2, 05 


AT WbIMUS EIU X RSURIHUUXOR. Su AARTE IS 


-L 


ii 


中 


" 


amr 9) WREE, i 9(2)— Y oa. T 
r= Ŭ 


óCz)c- 


ur 
nM > Qi Z 
Van -1 之 + -1 


TAi AA 8g] OM [kí x2. 由 于 
1 PIE gíz)-—9(a;) 


2-Q; — 9a) Z — i; 


- |mod giz) 


MR H CL axy plz) gizi gix) =— 9x mod 
g(z) Bj i=, ga, SAN 


re 
C; 
2: z— : 0 mod 8 ( 2 ) 


n 

2 Cl} ` Jije (ap z = 0 
Ff 二 ox I + j=, -1 

AFO ate 1, bez PW Ep. 20A C 

D BE: SiR REZ 113 1n 5S AUO 0 ; 


Eig: v.. S ati 
$1 GI +ga)? =.. Ea Oe! T | "- 


> -1' 22a f=] 
Elg tga e n 6 jdt T ga TT gis ) 


其 中 第 工行 对 应 于 上 述 和 式 中 z 之 系数 ， 第 2 行 对 应 于 >” 的 
X. SESS. UURIS EITHA = 的 系数 。 

ATEA, ERRUER PIR RK TEI C I ARE T, 
GERE BEBET, 9) 89 3 080 B2 ACIE D 


Ll 
5 1 上 UT F | 
H =| a, te Enn 


Ley! hay? e Lar? 
mR EEJ X RSE GRS(a, £0, IH 
© = {£1 (0.), "^s £f (a, ‘IJELL 
H A E BE, JEGRS.(a3, E "PR t, BE fCzO- 
F-1 


Se. 于 是 C 中 的 码 字 可 写成 


£i £s tt - | 
= (f, ET "IT m 51d, E40 eg. | 


- ;= & f] D 
È ai Sy "tt & UO a 


xen ENSE UDOL. g) 的 一 ERRER A GRS Cg, £) 
ERATE RIERA UL. WIBE AAT X RS RIA NGI 6] 


88.7. PEZILITI TA EV. 
dip t—3XbgEBSTAEI Y RSTPBEDQEÓAmIBN EG S (2 
"p 
251.g,,.2 95-4. 2-04 (& x hb— 15, 


Uu" A Dc 一 .rr 一 了 了 I*. 
DEG BER IKEE e- 0, , EOJ ROG M 


- dd 
XP aua xt yay tau op) 
EMEN y? E (8-0, 


(Occ k-—1» 
SepuebufESx—PpO. UFANA APLR O=, 
0) Ra P BEERA WLO Rc 120 0) 代表 成 多 多 
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为 六 一 1 级 极点 的 ， 形 如 式 (8-6) HARDEE, 

在 有 RS EEX!BH)e, eO s Ga MFX =P Fo 上 的 
一 有 理 点 号 一 (GT P= 13), Co 1), 
EX =P (F) 上 的 全 部 有 理 点 共有 9 十 1 个 ， 

(0, 120, C1, 1), Ca, 1), (d, 15, c, (a, 
12, (1, 0) 
因此 ，RS 码 从 几何 的 观点 来 看 ， 相 当 于 从 工作 CR 一 1) -已 ) 到 
(的 一 个 映射 。 在 这 一 映射 之 下 ， 将 LE 一 1)' c) 上 的 
$8 —"TARQC1, 00 EZA (上 一 1) RRAN, JE LX 
(8-6) WARAH, HORE IEX-—POFO 上 tt 个 指定 点 D. 
PP 的 值 ， 便 得 到 《2 ”中 的 一 个 向 量 CKOPO, e, FO), 
凤 为 一 个 码 字 。 图 (3-4) 给 进 了 这 种 误 的 几何 解释 。 


LU -D Q) ———————— —— (Fo 


出 
ff p (UP fO) 


分 s 4&4 

X s P' OKH) | 

(Ao BM Qe O O 
oro 


(59, pj 35 25 [89 


图 8-4 
M.ExRSESHSJLGGETES, RIDERS xUmMMEHDES E 
ECREXP 上 的 有 理 画 数 及 有 理 上 Da. ce, Pa WAER, PRAX 
=P" A R h A. 
AA R ERA LATIS AR E BU H R AERA E E R AS 
户 由 射影 平面 CARARE R, 2D HIIS OA AE HH 
ERIRE Qu c. Q RIESA m, e m PIR rs R E 


| 
MAMBO, WALCE), G= > mOr WRF BAERE 
]^1 
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n^ FAA Po ce D AT RRR E i — 3 y TES 
C—-Qf GO, ta fFOSQI/€ LO 
如 图 8-5 所 未 。 在 这 里 ， 前 述 代数 曲线 也 称 为 底 曲 线 。 


AD 
(F. » 


f Ic — À—  — E CY 
f / 


A Da 2 2 


E] R-5 
例 8.2 考察 38.5 5| 8.1rh Bog m E H EZ 
yz d yz! z x* p xzxzz 


GEB EUH 9 TH XEUR ap PF P, "tg Pas tn 258-1 


AAG —4Q, LICS LUQ SFIR A, IR BILE, 
ERAQES ARK ARANA, CHARRO, HPA, AE 


té ai rta 2x 
A;— (x, Y, JEP Foly z+ yz? 


二 十 X22 十 X27 十 2 
PEF, LCG) 为 4 维 线 手 空 间 ， 它 的 一 弓 基 底 是 
P=1, P=/2, p=/ z, p=/ 


E O xX y'z-oc yz ta zta Haz 
: zx* zx 


y* — ya x^ d- xz 4- z* 
elm SR MONI ANN 


EI 
Ea 


862 
Wm v. REO-/0, 1, 00 «2829. 
| "EE o4 pyg vig, j£ 
W. " -a ess. E — 1.22. -. > 十 xX T 
Ks 
一 六 


nu m 


-UL 


EX 多 s BRO E 0, 1, 0) XARMA 
了 (C) y 

Vy UJ 

fo o—(COfQGQ, €, FON) 
J T HESSE 


+ 


-|ar eo, e, FOU ED X fts fic, 


i21 
PERSIA FON 
C-UF OQ, i, J P) 


i 1 A A 
=| Y duP s ME RO 
:= d - 


= {fis Í as fs» fa) Pal P) Pai Ea) cr Pa d'al | 


a ca p 
rh gap S C 89 A REE 
| ':; £80 CP tg? I | 1 1 l H 1 l ] 1 
EN wat PI Pg Üü Y t 1 c c B B 


— 


——— d 


Guo pA ep Po | dla B 0 1 v B a 
|i (PL iP yu CP) 0 9 1 
L 


"n 


T 
Pa 


g| 
d 
uxt—36, Aniibimes CHA WSPSEJEHdE. KIET A2 C 的 如 小 
上 距离 为 4. PERECHEA (8, 4. 4) SEP 

xc URE, SECUS E Se SERIE] FOX IB EXor VR ZETETI. 
t gE GIA E PEETI a d Y ecHJd ER, JA " ' 全 时 理论 的 


AEAT -Faia H DX. 


i, H RaO 代表 (OF, LED Ai MAEA HE Ex XP 有 有 
BART RAA ER, RatCX) cjus YERTAS Bu 
BJ TIE FP UID EUEÀG E 

f=AC(xX, Y, 2)/ B(x, Y, z) 
JH m SUE fomA x, Y, ZMA x, Y, z2) WE 
f-—1,7590 Gnod X) 
WFG RNASE. ERARE SESS ER, 
mr, BEAJ [OX P. büpnpe pU uu du 

T= iN M, z)—.fT over FB x xz 
RIRIH fo — 03 tare FRP =C 0, 0, 1) 之 值 。 
ipii 


L yz x^ bz 
PAD veo ———4-——250 mod FES, Y, z)) 
: Ful 


Ww f =lat kazi x= (xcpz)/z pyygkP—(0, 0, 1) 之 
信 了 (PP) 一 0. 

对 于 Rat6X) HLS, XPCBPEGROM Pa. co. Pe GM 
RERA fo cU. n MERREJ d cU. qe HERH Wu 2g 
ma, ce, m BREL divi F) 代表 形式 和 


(£02 > ri Pi — 也 "jq; (8-7) 
i-l 
HR CK) XP FS (divisor), 
Win, E 8.2 P, XF t= %/z, 我 们 有 div Y) =P, 
P,— 20, 


88.8. fU HL EX rp E — 2681 3 LS: 


汐 了 进一步 介绍 代数 几何 码 ， 本 节 将 引入 代数 山 线 理论 中 的 
一 些 电 要 概念 。 需要 党 阴 的 基 ， 为 了 要 严格 地 定义 这 些 概念 ， 儿 
dS NAAA RAULA cimi, BOENAU HA Se 
SUL EEBORXCEHRCE SH MOTGBGKIS HR JR RA S, 
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了 场 于 理解 ， 读 者 可 将 本 节 中 讨论 的 有 限 域 王 ,的 代数 闭 包 世 一 
FF, 想像 成 普通 的 复数 域 C 

一 、 局 部 环 与 局 部 参数 

在 本 节 中 用 所 代 表 五 ,的 代数 闭 包 下 ,。 设 人 是 一 个 仿 射 曲线 
EA RHR, PERR EEK, UCP) 是 忆 点 的 一 个 人 郎 域 
(为 定义 叙 域 概念 , 需 在 射影 空间 P^ 或 仿 射 空间 4? 中 引进 所 谓 扎 
HiBpIECZariski)fRdh. JEA MAN. ÆU CP) LENE AR o = 
f/9 称 为 于 所 已 正则 ,如 果 9 (P2 0,301 /, 9 HARA Hf 
次 数 的 齐 次 多 项 式 。 两 个 在 点 己 正 则 的 函数 办， 内 称 为 是 等 价 
的 ， 如 名 d FAPA- PRAHE, BOU) 代表 在 
UCP) 的 每 一 点 均 为 正则 的 函数 全 体 ， 显 然 OCU) 构 成 一 个 环 。 
将 OQ {UD 中 的 函数 按 上 述 等 价 笑 念 分 类 ， 叉 得 到 一 个 环 ， 记 为 
OLX). 

定义 8.8.1 OCU) 中 正则 通 数 等 价 类 的 集合 所 构成 的 环 
OXI SR TEX HAPAA (local ring), 

这 里 定义 的 局 部 环 概念 正 是 近世 代数 中 的 局 部 环 赚 念 。 事 实 
b. PEHE OCX 会 有 一 个 在 点 已 等 于 0 的 函 数 类 的 集 台 ， 
ij^ me X). EE OX) 中 唯一 的 一 个 极 大 理想 。、 建 议 读 者 
作为 练习 证 明 这 一 结论 。 

EAH, FoF, YX)—-05 €. P—(a, b) 
EERE. PAF P) EF.UP) 有 至少 有 一 -个 不 为 
0 ， 则 称 成 呈 为 该 曲线 的 非 奇 异 点 。 这 表明 该 曲线 在 点 呈 有 苇 线 
F.P)Xx—b)VM-F,PO(»—b3)-—0, Xh£& Edi— JHA 
JETER. UODERIXHEZXIEdESISBUIEEIRBUS. 4g. RABE 
所 讨论 的 曲线 是 光滑 的 。 在 一 般 情 形 下 ， 如 果 mAn GEK — i 
量 空间 看 待 ) 具有 维 数 1 ， 则 称 相 应 的 代数 曲线 栖 点 已 光 请 。 

因为 m.m. 之 维 数 为 1 ， 故 该 空间 有 一 生成 元 + 。 我 们 局 
样 也 把 + 作为 对 应 于 m 中 之 元 。 于 是 机 以 断定 ，OpCX) 中 的 每 
IR Z Mn —uf 的 形式 ， 其 中 4 是 OAC) 中 的 单位 
印 芭 法 可 逆 元 )， 严 十 某 一 整数 。 有 只 备 这 一 性 质 的 元 素 +， 作为 
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RART PRIZDCAXEGRPGUEeARAS. umo, MAPE 
BgymiKEXA, Wnm«o, MAP EzE 我 们 引入 
记号 
m =Ü, Z) =el z) 
XPT—BEX LEGXBDEGXBMEX6-—Í/9, REITEN 
Vel f GAV f)—Ve(9) 

例 8.3 假设 曲线 型 是 mlImB Atas 0, LIE P = 
C1, 0), dA —2(x, y)—21—x, Rz (P)=0, K 
此 > Em, HWCPEOXE4—0f8XMDTALdCGnPSESAl, WY 
BARS, Xt—29. TEX bd 


2 =1= 8 = y 
而 (1 十 *) EUX HA, Bb p.22, 

WEE P^ aR EENT, EH RRX A x a, 
P=(1, 0, 1), RIA EU. HWA (2 — x072, 
它 也 是 m 中 之 元 素 。 于 是 在 点 五 的 局 部 参数 为 于 一 了 /2z。 我 们 
有 


z= x z^ — y yz ; 4 


2 ~ ZZ zi(z-x) z4x 
R'Bpz/COm-b x) 是 局 部 环 OACX) pA fi. Eae FeCl 一 
x)/z)—2 

一 、 除 子 

除了 于 的 概念 在 代数 几何 中 占有 重要 他 位 ，。 

以 下 总 假定 所 是 乓 的 范 清 射影 曲线 。 

4EX8.8.2 在 曲线 六 上 的 有 限 个 点 所作 的 形式 整 系数 线 性 


HE 


D= M mP, n RES (8-8) 
Pe x 


BBER EO BREPRHGBBOÓBGERDP SRM sm-0,., RART, duct 
(8-8) 中 所 有 nm 0, WIEREE DJIEÉdAtmg. d D 0, B 
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Ki. TA C8-8) (DIR Eg. AUR T DEERE E 
degit Di) 5 Xm. 
ATERT DS End: ARD —zxmP, 可 进行 加 减 运 算 
DD,= Ein tmo P, 
例如 ， 若 DSP P Pa Dr 3 PP, W 


D—D,— 2 P+ 32 P,-- P, 
AIE, dz rig X WES "a X CEEP 
TANAW CX ER) ED 4S 
5m x5.8.8 EEEIEE RINE TEPRJY HH SR Y BY RR 
Tip GO dwX), 
QWTXE Ee TDTERPRECÉ. 98.7 PEZE GN f AR 
ERAPR UH eO), RATAR Y OP) m 


ER T TALI. - - 


ERGA TXARRAK S, JAER, E X / 


(1)= Y VAP 


HFJ =0, RIRE 


TARPEET, BAS BS TaZ Eph, Ek 
RTGS A a A RX pA ERSAN biga, MATHAI 
ERIN, RA F ET »" 分 EEE SOH MES 4T PEMEX. XPA ERINES 
KEER. PEMA GER S FAGAR HO E4A5Ex5s (连同 其 级 - 

-EibAXO., Wik, ERU LAA A TREMEN, 
EHR 8.1 (RTE (Bezout)) XPPX ESA 4 m i 48 
[. RA g co fed 


eu 


Eie qd PVEM€- PE ge, 0 ovi . y 站 ne + 
F 3T. T i divi E | | o Ze A3: |i Kl po m I. 


r 


D'CdiCYXo, WRAP A MA f. d D—UD'-—(0f), Wi 


PORT DYD Bitin iD, AEL, XX Es 3c ox 
一 个 等 答 美 系 ， 即 清 足 

(1) DzD 

(2) D= =>D' =D 

(3) DED, DWV = => D= 

定义 8.8.5 PA Div DCO f € RatCX0J) Ah X 
AlE- (Picard &, WA 

Pic CX) =Div X)/ €f 2| f €Rat X23 
-REALI ER-F 2S d, 

HoR EAA H ES EBEIE TD EXPE EIS UHR 

AUTS$8.6rp RUR EU pe AES REBU S MERIBESE DEDI d od4 
HBR- RE. RITTERA EEREN Ris 

EDHRAXKH— TET, UE | 


ECDIS ERA XI, f 9-0, Cf) D»9:10j 


imd D- 5, mP,— 5, mOn KAn, mi 20, FAR 
i=] j=l 

HAE, ZD) PHRA, CRHI0, KAALE (1 
< ss) 至少 为 mr 级 零点 ， 并 且 除 去 可 能 以 6/7 ISIS 
r) € 9n 组 极点 外 别 无 其 它 极 点 的 有 理 男 数 。 很 明显 ， 
CD) 梅 成 一 个 域 久 上 的 线性 空间 。 

定义 8$.8.6 WF DCdiv( X), TR 

gODO-UfIfc€Rat(Xo, f 0, Cfo- D0)Ut0oj 
Jud £S XE DETH E n REE N, 

upxDubRSj. (D) WAA MRE E S EL Adim (D) 
(CXS(DO 的 维 数 。 我 们 有 下 面 的 和 定理， 

定理 8.8.2 对 于 线性 空间 这 ( 呈 )， 下 人 述 性 质 成 立 ， 

(1) XEdeg( D; «9, B0D)-—1i10) 

(25 dimeZD)s 1 +degl D) 

Rm. HMICD) Fdim,z(D»o, LCD) TP — AF BE ge 
述 欧 一 :个 重要 定理 有 吉 接 的 关系 。 
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三 、 宪 曲线 上 的 微分 

讨论 BHOIERBEBOx, vo-—o0sgxüuhix, HUP 
(a, b) XX E—n. Bu XX3E APH U 2X T. d d P — 0 sg 
义 ， 其 中 dr 下 由 下 式 定义 : 

de 一下， 一 十 了 一 

jg DPCc-X,. ME d ERARA 已 变 成 一 个 线性 R 
dF) BIB, 33k REX PO. MES d P738 8i UR P CX Ve E BL 
一 个 线性 函数 d P. | 

称 线 性 算 子 d» FiERDSMSD. NOBXE—RPCXI 
微分 ， 则 记 为 dF， CRA TAER, 

(12 d7 忆 十 各) 一 和 十 dG 

(2) da—0, ZK 

(3) d (FG) —FdG--G4F 

定义 8.8.7 WE XJEÉBIERAK LADI HR EXEEESOCX) 
为 满足 下 述 条 件 的 集合 : 

QCX) "RB)ER—cOGXXESLI— 3 PCECXIBSSERUCPO 内 均 可 


deb Vl ds. £P fo s 均 在 UCP) 正则 ， 并 且 dg; 满足 上 


:= 1 
述 条 件 CIO C220, 《3)。 
称 吕 (于)》 中 的 元 素 为 正则 微分 形式 ，。 
利用 正则 微分 形式 容易 建立 有 理 微 分 形式 概念 。 
:EX8.98.8 -EjgRHEBS (U, 0) 与 (FP, n», o, na 
PRU, V OLHDOERHNCGOEI,. ELSA 
(U, @)~(F, 1) =n EU NF 


搜 这 一 等 价 关 系 决 定 的 等 众 娄 称 为 育 理 微分 形式 。 

对 于 有 埋 微 分 形式 ， 我 们 有 d 9878) 一 (dg 一 9d 用 7 让， 
H'iBS, h 0, 

从 现在 起 ， 我 们 称 人 上 的 有 理 微 分 形式 为 微分 。 伟 用 Q(X) 
代表 这 种 微分 的 全 位 所 成 的 空间 。 可 以 证 明 ，02《(X2) BJ3E 2X 为 
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1. Wb, fERSRERAXO S «Su PL-TÓSBEREES. $82 0 PE 
ERMO sfd WEA Hut ETARA, 
5EX.8.8.8 微分 @ 的 除 子 定义 为 


(0)= Si WP 


FEX 
We Ab O = fedt: 是 名 的 局 部 表示 。 

HEURE. (e) 的 定义 依赖 于 局 部 参数 的 选取 ， 并 且 上 上 
Fi B] TU DUE PROP C 0, 

RW —(0) ARET. HAIE, ix PRPERTEBRO OM) m RE 
卡 群 PicCX) 中 的 一 个 类 。 因 此 挡 定义 8.8.6， 可 及 定义 线性 空 
各 (CV) KREN I O), 

定义 8.8.10 RAXA MRKEN 6 iB 9j X BH 2, $$ g= 
i (I ABRAXAS (venus), 

"E AEACMULTISHIEBBRIECGEGHEE. D ERL "P A a R 
WEG. mAh RIE. EMER, IXA WE EA E R E M 
若干 个 “ 洞 ?， 这 些 “ 油 ”的 数 日 就 是 该 统 形 揭 亏 格 。 鲍 X. 拓 
扑 学 中 已 经 指出 ， 任 何 可 定向 的 二 维 紧 流 形 均 同上 肚 于 一 个 具 契 若 
于 环 岳 的 球面 《 见 图 8-6。 这 些 环 枉 指 个 数 9 ， 就 是 一 全 拓扑 不 
dEht. Bb oH. 

THER? I TID IASON NE, 


9 ---(d- 12(d — 2) 
pin, dX CP. Wig 一 0 。 由 让 可 见 ， 经 典 的 高 峭 贡 就是 
TUS O 的 身影 直线 构造 的 线性 码 。 
为 了 在 一 般 药 代数 曲线 上 的 记 高 帕 码 ， 我 们 需要 引进 微分 o 
ER POT, 
假设 是 曲线 革 上 一 点 ，t 是 在 点 也 邻 域 的 局 部 参数 ， 一 
fd Eo Daima., TERAS TREF RD WP (Laurent) 级 


Eb) of, RUE OCA PUB OS n» WA 


Resr( O0 ) —d.. 
WUTA AA e TH Exem, a bA P RE E, 
定理 8.8.4 WR o RLRE RX EKT oS. M 


` Res»(e )-— () 


PEX 


$8.9 $2&-i hi Riemann Roch) ie 


ETE—THEA, RHEW IE S-E eT., 

定理 8.9.1 (g-i dx DE gH iB x2 
上 的 一 个 条子 。 到 征 ， 对 于 尾 登 标准 除了 下， 有 

[CD)— LOF — D) —deg( D)— 8 -1 

xt— 54 TEACHER ILATACROGHOSBUHEQZ ( 诺 如 数论 等 ) 中 
鼎 育 中 心 评 和 位 ， 它 问 时 也是 在 编码 型 论 中 获得 具有 曹 大 意义 的 绍 
ALB] Oc SE RTTE, 

RII x —x SB, SEA BOSE Baie e TS URL. 

推论 8.8.1 XPT Wu W, 4f 

deg F) 929 — 2 


3/ 1 


证 明 每 -个 在 射影 曲线 上 的 正则 e Zk M9 AG X. AA df 
S009): K, l1lC0)—1, FEH 8.9.1 vn D —W, R n] 44 
gldeg (W^) 29 ~ 2, 

Gg 
推论 8.9.2 DETRAS ADERS E HRR, pH 
BUE deg(D)7529 — 2, P | 
1 CD)o -degCIJ-- gd 1 

证 明 fÈ 18.9.1, deg(W -- DO o deg (E )— deei D) 
(29g — 2)-.(28 —2)— 0, HEH 8.8.2 之 (1), sr OF — 
D)-i(o), Mo OY- 1) 0, 、 开 由 定理 8.9.1 外 入 

i CH)-—degC D) — 98 4 1 GEHE) 

FER 8.9.1 PZI OF — D») W RoR SES DEL NE TE, 
- 我 们 引进 平行 于 定义 8.8.6 对 于 微 信 情形 的 机 应 概念 。 
定义 8.9.1 YE DAE EE X bf8-RERT. RIE 


Q(D)-19COQ(X), (02—D- 0) 


WHA Sa CD) 表亲 dim 人 (了 D)， 称 之 为 万 的 指标 Gndex), 

可 以 评 明 

aCD)- (W-D) 

yy T WE R-i ne E AEEA $ 8.603 X-Fi 
F IL E E E P E Ka 

XEF, EEREDCE SIE RR., URP. Po. PaA X EH 
有 理 点 ， 并 上 且 门 续 除 子 PHP te HP. e, BG E E 
一 务 外 的 除 子 ， 并 旦 | 符 子 G 让 不 同 于 诸 P BAHAR. JFE 
mE 

2g —2«deg(/C)«n (8-0) 

1E 48.9.2 EF, EEA n WER LCD, G) NE [b m 

F Pe Z GC) 2 TA, v.d BRoXE V 
PL FYSEDD, FÆ ea SPa) 
PATDA APPULA RS 45. 
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E 8.9.2 L (D, GO) 码 具 有 维 数 (信息 位 ) K= 
deg(G) — 9 + 1E d /MIBBS d Ze t —deg( C), 

WEB] (1) Hg f MCPER OS O.2 3X Kov cec) 
Pf) =0), BI f (P) 20, (i1, 2, , no, H 
m sfeec) WO fCeG—D) bE 6-9), dj 
deg G — D) —degG —deg D =de — n «0, Rk, hog 388.8.2 
之 (1)， X(C—D)-—(01, Bl f —0, xc de BHL Lec) 
到 CP WER AE CG) =dima (G= LD, c) Ww 
HRK, MUA (8-9) MHE 8.9.2, 18 I C(G)=degG— 8 + 
1 


(2) meae f) HARE, nisi P phn d Sj 
D, Pis c, Pio SP) =0, k=l, 2, = n— 
d), WE, XTETESP, te tP op 必 有 ff EZ(G—E) 
(注意 f EZ(G)) MATCE) +(G-E)= 0, mum 

degi f )+ deg G)—deg(E)=deg(G)— n +d >00 
此 处 用 定理 8.8.1，degf 六 一 0 《证 毕 》 

ERXRBSJPIOXB)JLA[ RS 码 ， 也 称 为 第 1 类 几何 玛 ， 第 2 类 几 
何 码 是 所 谓 广 义 的 几何 高 帕 码 ， 定 义 如 下 ， 

定义 8.9.3 P YXBJLA4T 高 ARE P, EBEA n 的 线性 码 
(CD，G)， 它 基线 性 映射 

Pi OCG — D) —— (Fp 
TA, €T EH POE Xa 
VL n)-—(Res(72), Ress 7), Ress (C7)) 

TERS LCD, CO 的 相 参 数 由 下 述 定 理 给 出 。 

定理 8.9,3 £X E 8 L'(OD, CC HARAK = n— 
deg( C)-- 9 — 1, EPES d*deg(G)—29 十 2。 

这 一 定理 的 证 明 与 定理 8.9.2 35140, dL S38 8.9.10] ài 
Wie. WEA HEH, 

E dn Z5 JUI G RS 得 的 情形 -一 样 ， 我 们 有 下 述 的 定 
HB, 
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定理 8.9.4 LCD, G) 5 L'OD, C) 互 为 对 偶 码 。 

证 明 ”由 定理 8.9.2 Egg SE S.9.3, K--K*—0, WEH 
第 证 明 工 ( 刀 ，G) 5S L'OD, GO) "BEBRA Y 5 ADEAX. BD 内 积 
A0. BIEZ) "0Cc€O(c-D) WEN 8.9.2 GEY 
8.9.3 可知， 微分 f" 除 在 点 Pa. Peo 0. Pen REG — £R AR X 
外 ， 齐 无 另外 的 极点 ， 并 且 

Ress (fT) = f CP) Ress (7) 
由 定理 8.8.4 


Dp! FCP)Ress (7)=0 GEH) 


1= | 

由 前 面 的 讨论 可 以 看 到 ， 虹 线 基 上 有 理 点 的 个 数 与 相应 的 线 
性 码 的 码 长 有 密切 的 关系 。 关 于 这 一 点 我 们 介绍 下 述 的 著名 
5S. 

定理 8.9.5 《 威 尔 《Weil) 9) RAX E P. EFAS 83] f 
Zi NX) [UEX EHSUGREDEER. TRHA 

INCXD — (2 — 1)0]z22 Y a 
HB EX. 
NX)s&g-c-1-039v q) 


Hx l.P.Serre) T 1983 FPE EN IE p 
N(X)z940-14-9C2vV q) 


$8.10 椭圆 曲 线 码 


在 本 章 之 末 ， 我 们 对 权 贺 曲线 码 做 一 大 至 的 介绍 . 
亏 格 为 1 的 平面 代数 曲线 称 为 档 间 曲线 。 糊 圆 曲 线 X E Dt 
EN- RFRA 
yeta yz dy =x? patz Harz a (8-10) 
共 中 As Gss 0, Ga. GEF a 称 


FOx,Y,2)—yzctayxyz-Fa,vz* —x?—a,x?z —a,xz? — ax? 
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VERE E A (CWeirstrass) A IC. 

ATESTI dp zh] Bes. EF EES EOR Eis RA 
REFRE MRAR EATARRA E E SJ, ibJEÉRBEUSYDM. 
H3 
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